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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit umfasst die Entwicklung und Implementierung eines nichtlokalen duk-
tilen Schädigungsmodells, die Anwendung von Verfahren zur Bestimmung von Materialpa-
rametern aus Versuchsdaten sowie die Berechnung von bruchmechanischen Kennwerten im
spröd-duktilen Übergangsbereich durch die numerische Simulation von Bruchmechanikver-
suchen unter Verwendung der ermittelten Parameter.

Das entwickelte nichtlokale duktile Schädigungsmodell basiert auf dem Modell nach
Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN). Durch die Einführung eines zusätzlichen Län-
genparameters mittels einer impliziten Gradientenformulierung wird die Netzabhängigkeit
des GTN-Modells eliminiert. Zur Lösung des nunmehr gekoppelten Feldproblems wird das
nichtlokale Schädigungsmodell in Form eines benutzerdefinierten Elements in ein Finite-
Elemente-Programm implementiert. Zur Parameterbestimmung werden Kraft-Verschiebungs-
Kurven des Small-Punch-Tests (SPT), einem Kleinstprobenversuch, ausgewertet. Aufgrund
des sehr geringen Materialbedarfs für die Herstellung der benötigten SPT-Proben werden
Rest- bzw. Bruchstücke von Charpy-Tests weiterverwendet. Es werden zwei ferritische Reak-
torstähle im bestrahlten und unbestrahlten Zustand untersucht. Die Versuchsreihen decken
den vollständigen Bereich der Zähigkeit beider Stähle ab. Die Bestimmung von Bruchzähig-
keiten erfolgt nach dem Konzept des Local Approach allein durch numerische Berech-
nung des Spannungs- und Verformungszustandes in Bruchmechanikproben. Hierbei werden
die zuvor aus dem SPT bestimmten Fließkurven und Schädigungsparameter verwendet. Die
berechneten Bruchzähigkeiten werden mit experimentellen Ergebnissen verglichen.

Abstract

This work comprises the development and implementation of a non-local ductile damage
model, the application of methods for the identification of material parameters from experi-
mental data as well as the calculation of fracture mechanics parameters in the brittle-ductile
transition zone through numerical simulations of fracture mechanical tests using the identified
parameters.

The developed non-local ductile damage model is based on the Gurson-Tvergaard-

Needleman model (GTN). The pathological mesh sensitivity of the GTN model is elim-
inated by introducing an additional length parameter by means of an implicit gradient for-
mulation. To solve the coupled field problem, the non-local damage model is implemented in
a finite element program in the form of a userdefined element. Force-displacement-curves of
the small punch test (SPT), a miniaturised test, are evaluated for the determination of mate-
rial parameters. Given the modest material requirements for the preparation of the required
samples remnants of Charpy-specimens are reused. Two ferritic reactor steels, both irradiat-
ed and unirradiated, are examined. The experiments cover the full brittle-ductile transition
region of the steels. Following the concept of the Local Approach, fracture toughness val-
ues are determined by numerical calculation of the stress and deformation state in fracture
mechanics specimen only. Here, the yield curves and damage parameters previously deter-
mined from the SPT are used. The calculated fracture toughness values are compared with
experimental results.
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1 Einleitung

Die MotivationGewährleistung der technischen Sicherheit von Leichtwasserreaktoren erfordert im Rah-
men von Begutachtungsverfahren und wiederkehrenden Prüfungen die Beurteilung der Kom-
ponenten unter extremen Belastungen, wie sie durch Störfälle auftreten können. Daraus er-
geben sich Anforderungen an die genaue Berechnung der mechanischen Beanspruchungen
und eine möglichst realitätsnahe Modellierung des Verformungs- und Versagensverhaltens
der eingesetzten ferritischen Reaktorstähle.

Aufgrund der inhomogenen Mikrostruktur ferritischer Stähle können in diesen Werkstoffen
Deformationen zur Bildung von Mikrorissen führen [Mud87], beispielsweise durch den Bruch
von Karbidteilchen [Ber97]. In der Tieflage und im Übergangsbereich der Zähigkeit initiiert
an diesen Mikrorissen trans- bzw. interkristalliner Spaltbruch, welcher bei einem ausreichend
hohen Spannungsniveau letztlich zum makroskopischen Sprödbruch führt. In der Hochla-
ge der Zähigkeit entstehen Hohlräume als Folge plastischer Deformationen [Sei92]. Weitere
Belastungen führen zum Hohlraumwachstum und schließlich zur Hohlraumkoaleszenz. Die
damit verbundenen irreversiblen Veränderungen in der Mikrostruktur können als duktile
Schädigung bezeichnet werden.

Die Schädigungsmechanik kann durch Auswertung lokaler Kriterien zur Beurteilung der
Integrität einer mechanischen Struktur mit Mikrodefekten verwendet werden. Diese Vorge-
hensweise, das Konzept des Local Approach [Pin06], ist im Gegensatz zu den Methoden
der linear-elastischen und elastisch-plastischen Bruchmechanik [GS07; Kun08] prinzipiell für
jede Struktur durchführbar. Die Anwendung des Local Approach zur Bestimmung von
Bruchkennwerten erfordert die genaue Kenntnis der Ver- und Entfestigungseigenschaften des
Werkstoffes.

Aufgrund der während des Betriebes von Leichtwasserreaktoren zu beobachtenden Strah-
lungsversprödung und der damit verbundenen Streuungen der Werkstoffkennwerte werden
zur Charakterisierung der Werkstoffeigenschaften statistische Verfahren herangezogen. Diese
erfordern zur Ableitung abgesicherter Aussagen eine hohe Anzahl von Versuchen. Hierfür eig-
nen sich besonders Kleinstprobenversuche, welche die Bestimmung des aktuellen Zustandes
von Werkstoffen mittels minimal-invasiver Materialentnahme ermöglichen.

Der Small-Punch-Test (SPT) gehört zu den wichtigsten miniaturisierten Prüfverfahren. Er
wurde in der Reaktorsicherheitsforschung zur betriebsbegleitenden Überwachung entwickelt,
um die während des Betriebes zu beobachtende Verschiebung der spröd-duktilen Übergangs-
temperatur infolge von Strahlungsversprödung zu erfassen [u.a. Bic+06; Cam+05; Cat+02;
Man+81; Mao+91].

Die im SPT gemessene Kraft-Verschiebungs-Kurve kann in charakteristische Bereiche ein-
geteilt werden, welche durch die elastischen, plastischen sowie schädigungsmechanischen Ei-
genschaften des untersuchten Materials bestimmt sind. Es sind somit alle Informationen zur
Identifikation der genannten Werkstoffeigenschaften enthalten. Der Small-Punch-Test bietet
damit hervorragende Möglichkeiten zur Überwachung von sicherheitsrelevanten Bauteilen in
Kraftwerken, da aufgrund der geringen Probengröße z. B. Material aus geprüften Charpy-
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Abbildung 1.1: Typischer Verlauf der Bruchzähigkeit ferritischer Stähle

Proben entnommen werden kann. Der Versuch lässt sich leicht in Standardprüfmaschinen
installieren und stellt so eine sinnvolle Ergänzung zu herkömmlichen Prüfmethoden dar. Die
Herausforderung beim SPT besteht wie bei allen Miniaturversuchen vor allem darin, aus den
Versuchsergebnissen allgemeingültige und übertragbare Werkstoffkenngrößen zu ermitteln.

DasZiel der Arbeit Ziel dieser Arbeit ist die vollständige Beschreibung des Bruchverhaltens ferritischer
Reaktorstähle in der Hoch– und Tieflage der Zähigkeit sowie im Übergangsbereich (Abbildung
1.1) unter Verwendung des Small-Punch-Tests.

Im Einzelnen soll der Small-Punch-Test (SPT) zur Charakterisierung des Werkstoffzustan-
des (Verformungsverhalten, Festigkeit, Zähigkeit) von ferritischen Reaktorstählen im gesam-
ten Bereich der Zähigkeit eingesetzt werden. Anhand der ermittelten Materialparameter ist
das Werkstoffverhalten quantitativ als Funktion der Temperatur und des Bestrahlungszu-
standes zu beschreiben.

Zur werkstoffmechanischen Modellierung und numerischen Simulation werden schädigungs-
mechanische Ansätze angewandt. Das soll durch die Verwendung von nichtlokalen Ansätzen
zur Formulierung der duktilen Schädigung in Kombination mit einem den Sprödbruch be-
schreibenden mikromechanischen Modell erfolgen. Zielsetzung bei der Formulierung und Im-
plementierung des nichtlokalen Modells ist die numerisch robuste und effektive Umsetzung
in eine bestehende FE-Software, um die darin existierenden Algorithmen zur Lösung des
Gesamtproblems nutzen zu können und für spätere Anwendungen handhabbar zu halten.

Zur Charakterisierung des Bruchverhaltens der Reaktorstähle in der Hoch- und Tieflage der
Zähigkeit sowie im Übergangsbereich sollen bruchmechanische Kennwerte allein durch nume-
rische Simulation von Bruchmechanikversuchen unter Verwendung der im SPT bestimmten
schädigungsmechanischen Materialparameter vorausberechnet werden.
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Im Gliederung der

Arbeit
1. Kapitel werden die Motivation dieser Arbeit, deren Zielstellung und Gliederung er-

läutert. Das Kapitel 2 fasst die zum Verständnis dieser Arbeit notwendigen Grundlagen der
Kontinuums- und Schädigungsmechanik zusammen. Im Kapitel 3 werden die Entwicklung der
nichtlokalen Formulierung und die numerische Implementierung eines Modells zur Beschrei-
bung duktiler Schädigung dargestellt. Anhand von Testrechnungen werden Implementierung
und Netzunabhängigkeit verifiziert. Kapitel 4 gibt eine zum Verständnis notwendige kur-
ze Beschreibung der experimentellen Arbeiten, untersuchten Werkstoffe und Versuchsreihen
wieder. In Kapitel 5 werden die zur Bestimmung von Materialparametern aus dem Small-
Punch-Test verwendeten Methoden beschrieben. Kapitel 6 legt die unter Anwendung der
bisher erarbeiteten Methoden erzielten Ergebnisse dar. Am Beispiel von zwei ferritischen Re-
aktorstählen werden Kraft-Verformungs-Kurven des SPT für verschiedene Temperaturen und
Bestrahlungszustände zur Bestimmung von Materialkenngrößen ausgewertet. Die Übertrag-
barkeit dieser Ergebnisse auf andere Probengeometrien wird durch die Anwendung mikro-
mechanischer Schädigungsmodelle untersucht. Die Bewertung der Ergebnisse erfolgt anhand
des Vergleichs der vorhergesagten bruchmechanischen Kenngrößen mit Versuchsdaten, die
mittels Standardproben gewonnen wurden. Kapitel 7 fasst die wesentlichen Ergebnisse der
Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick zu weiterführenden Forschungsarbeiten.
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2 Grundlagen

2.1 Kontinuumsmechanik

In diesem Abschnitt soll eine für das grundlegende Verständnis der nachfolgenden Teile der
Arbeit notwendige kurze Zusammenfassung der Grundlagen der Kontinuumsmechanik bereit-
gestellt werden. Es werden daher lediglich die zur Lösung der bearbeiteten Problemstellungen
verwendeten Methoden genannt. Für eine ausführliche Darstellung der Kontinuumsmechanik
sei auf eine Auswahl [u.a. AA94; Bet93; Sal01; TN04] entsprechender Literatur verwiesen.

Die Kontinuumsmechanik beschreibt das mechanische Verhalten von Körpern, d.h. die
Gesamtheit kontinuierlich verbundener deformierbarer materieller Punkte unter äußeren Be-
lastungen. Dies geschieht durch die Einführung von physikalischen Feldgrößen und die For-
mulierung von Gleichungen zur Berechnung dieser Größen. Im Wesentlichen lassen sich die
Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik in die kinematischen Beziehungen, die Bilanz-
gleichungen und die konstitutiven Beziehungen einteilen. In den konstitutiven Beziehungen
erfolgt die rein phänomenologische Beschreibung des Materialverhaltens, d.h. anstelle der
Modellierung der Mikrostruktur wird das Material als strukturloses Kontinuum beschrieben.

2.1.1 Kinematik

Ein Konfiguratio-

nen
Körper, d.h. ein Kontinuum materieller Punkte, befindet sich zum Zeitpunkt t0 in einem

definierten Gebiet im euklidischen Raum. Die zu diesem Zeitpunkt vom Körper eingenom-
mene Konfiguration wird als Referenzkonfiguration bezeichnet. Jeder materielle Punkt des
Kontinuums wird eindeutig durch den Ortsvektor

X = XKeK (2.1)

in der Referenzkonfiguration gekennzeichnet, die materiellen Koordinaten XK sind zeitun-
abhängig. Die Bewegung des Körpers äußert sich durch die Änderung des von ihm zum Zeit-
punkt t eingenommenen Gebietes, der Momentankonfiguration, und setzt sich im Allgemeinen
aus zwei Teilen zusammen: aus der Starrkörperbewegung, also Rotation und Translation, des
gesamten Körpers sowie der Lageänderung seiner materiellen Punkte zueinander. Die Lage
des Teilchens in der Momentankonfiguration ist durch den Ortsvektor

x = xkek (2.2)

in den räumlichen Koordinaten xk gegeben. Die Beschreibung von Referenz- und Momentan-
konfiguration erfolgt bezüglich der kartesischen Basis eK = ek = {e1; e2; e3}.

Aus Betrachtungs-

weisen
den beiden möglichen Beschreibungen des Kontinuums ergeben sich zwei Betrach-

tungsweisen: erfolgt die Beschreibung der Feldgrößen in den Koordinaten der Referenzkonfi-
guration, so spricht man von der Lagrange’schen oder materiellen Betrachtungsweise. Die
Verwendung dieser Formulierung bietet sich oftmals in der Festkörpermechanik an, da hier
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2 Grundlagen

der zeitlich veränderliche Zustand eines materiellen Teilchens von Interesse ist und der Aus-
gangszustand in der Regel bekannt ist. Die Euler’sche oder raumfeste Betrachtungsweise,
d.h. die Formulierung in den Koordinaten der Momentankonfiguration, wird u.a. in der Strö-
mungsmechanik bevorzugt verwendet, da hier die Bewegung des einzelnen Teilchens nicht von
unmittelbarem Interesse ist, sondern Größen wie Druck, Geschwindigkeit oder Temperatur
an einem festgelegten Ort untersucht werden sollen.

WennBewegung,

Geschwindig-

keit

die Lage jedes einzelnen materiellen Punktes zu jedem Zeitpunkt t bekannt ist, ist
die Bewegung des Körpers somit als zeitliche Abfolge seiner Konfigurationen definiert

x = x (X,t) . (2.3)

Die Verschiebung und Geschwindigkeit eines Punktes ergeben sich aus der Differenz zwischen
aktueller und Ausgangslage

u = x−X, (2.4)

bzw. aus deren materieller Zeitableitung

v = u̇ =
Dx (X,t)

Dt
. (2.5)

Die materielle Zeitableitung beschreibt die zeitliche Änderung einer an ein bestimmtes ma-
terielles Teilchen gebundenen physikalischen Größe. Sie entspricht in Lagrange’scher Be-
trachtungsweise der partiellen Ableitung nach der Zeit

ḟ =
Df (X,t)

Dt
=
∂f (X,t)

∂t
(2.6)

und in Euler’scher Betrachtungsweise dem totalen Differential, da die zeitabhängige Lage-
änderung des betrachteten Teilchens beachtet werden muss

ḟ =
Df (x (X,t))

Dt
=
∂f (x,t)

∂t
+
∂f (x,t)

∂x
· v, (2.7)

was sich im konvektiven zweiten Term der Gleichung (2.7) äußert.
DieDeformation Deformationen eines Linienelements werden mit dem Zweipunkttensor des Deformati-

onsgradienten

F =
∂x

∂X
= ∇Xu+ I = R ·U = V ·R (2.8)

beschrieben, welcher polar in den orthogonalen Rotationstensor (R, Zweipunkttensor) und
den rechten (U , Referenzkonfiguration) bzw. linken Strecktensor (V , Momentankonfigurati-
on) zerlegt werden kann. Die Determinante des Deformationstensors J = det (F ) liefert den
Zusammenhang zwischen differentiellen Volumenelementen in der Referenz- und Momentan-
konfiguration

dv = J dV. (2.9)
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2.1 Kontinuumsmechanik

Mit Hilfe der quadrierten differentiellen Bogenlängen

dS2 = dX · dX
=
(
F−1 · dx

)
·
(
F−1 · dx

)
= dx ·

(
F−T · F−1

)
· dx = dx · b−1 · dx

(2.101)

ds2 = dx · dx
=(F · dX) · (F · dX) = dX ·

(
FT · F

)
· dX = dX ·C · dX,

(2.102)

lässt sich die geometrische Bedeutung von Rechts-Cauchy-Green-Deformationstensors C

und Links-Cauchy-Green-Deformationstensors b veranschaulichen

C =FT · F = UT ·RT ·R ·U = UT ·U = U2 (2.11)

b =F · FT = V ·R ·RT · V T = V · V T = V 2. (2.12)

Die symmetrischen Tensoren enthalten lediglich den um die Starrkörperrotation bereinigten
Teil der Deformation, sind allerdings für den unverzerrten Zustand mit dem Einheitstensor
identisch.

Aus Verzerrungender Differenz der quadrierten differentiellen Bogenlängen

ds2 − dS2 = dX · 2E · dX = dx · 2e · dx (2.13)

werden Lagrange-Green’scher E und Euler-Almansi’scher Verzerrungstensor e defi-
niert. Beide Tensoren sind symmetrisch und für den unverzerrten Körper nullwertig, eine für
die Materialmodellierung günstige Eigenschaft. Die Verzerrungen lassen sich auch direkt aus
den Verschiebungen berechnen:

E =
1

2
(C − I) =

1

2

[(
∂u

∂X

)
+

(
∂u

∂X

)T

+

(
∂u

∂X

)
·
(
∂u

∂X

)T
]

(2.14)

e =
1

2

(
I − b−1

)
=

1

2

[(
∂u

∂x

)
+

(
∂u

∂x

)T

−
(
∂u

∂x

)
·
(
∂u

∂x

)T
]
. (2.15)

Wie aus den Gleichungen (2.14) und (2.15) ersichtlich ist, kann eine Umrechnung zwischen
den Verzerrungstensoren entsprechend

E = F T · e · F (2.16)

erfolgen.
Eine Deformations-

geschwindig-

keiten

für die Beschreibung nichtlinearer Materialien notwendige ratenabhängige Darstellung
lässt sich mit Hilfe des Geschwindigkeitsgradienten

l =
∂v

∂x
= ∇v = Ḟ · F−1 (2.17)

und dessen Zerlegung in den symmetrischen Deformationsgeschwindigkeitstensor d und den
antimetrischen Winkelgeschwindigkeits- bzw. Spintensor w erzeugen

l = d+w =
1

2

[
l+ lT

]
+

1

2

[
l − lT

]
. (2.18)
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2 Grundlagen

Aus der Betrachtung der zeitlichen Änderung der quadrierten differentiellen Bogenlängen
folgt zunächst die Umrechnung zwischen den Deformationsgeschwindigkeitstensoren

D = FT · d · F (2.19)

und schließlich der Zusammenhang zwischen den Deformationsgeschwindigkeits- und Verzer-
rungstensoren in Lagrange’scher und Euler’scher Betrachtungsweise

D = Ė (2.201)

d = ė+ lT · e+ e · l. (2.202)

2.1.2 Kinetik

MitSpannungs-

maße
den bisher eingeführten kinematischen Beziehungen sind Lage, Bewegung und Deforma-

tion des Kontinuums beschrieben. Zur Erfüllung kinetischer Bedingungen ist weiterhin die
Definition von Spannungsmaßen notwendig. Die Summe von Volumenkräften und Oberflä-
chenkräften bildet die auf einen Körper wirkende Kraft

Fa =

∫

v

ρfm dv +

∫

a

t da =

∫

V

ρ0fm dV +

∫

A

p dA. (2.21)

Volumenkräfte können volumen- oder massenspezifisch angegeben werden. Die in Gleichung
(2.21) verwendete Größe fm ist die auf ein Massenelement bezogene Volumenlast und invari-
ant gegenüber der Beschreibungsweise.

Die durch äußere Belastungen entstehenden inneren Kräfte lassen sich für jeden beliebigen
Punkt des Körpers durch Grenzwertbildung der an einer differentiell kleinen Schnittfläche
wirkenden Schnittkraft ds in den Spannungsvektor überführen. Der Bezug auf ein Flächen-
element in der Referenz- bzw. Momentankonfiguration führt dabei auf unterschiedliche Span-
nungsvektoren

ds = t da = p dA. (2.22)

Der Spannungszustand am betrachteten Punkt wird nun durch die Gesamtheit aller durch
Drehung der Schnittfläche erhaltenen Spannungsvektoren mit dem Spannungstensor charak-
terisiert. Je nach Darstellung von Spannungs- und Normalenvektor definieren sich verschie-
dene Spannungsmaße: der Cauchy-Spannungstensor σ bezieht die aktuelle Schnittkraft ds
auf eine Fläche da in der Momentankonfiguration

t =
ds

da
= σT · da

da
= σT · n = n · σ, (2.23)

man spricht auch von wahren Spannungen. Das zu diesem Spannungstensor arbeitskonjugierte
Verzerrungsmaß ist der Euler-Almansi’scher Verzerrungstensor e.

Durch den Bezug der aktuellen Schnittkraft ds auf eine Fläche dA in der Referenzkonfigura-
tion wird der unsymmetrische 1. Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor P gebildet. Nach
Rücktransformation der aktuellen Schnittkraft in die Referenzkonfiguration dS = F−1 · ds
lässt sich der symmetrische 2. Piola-Kirchhoff’sche Spannungstensor T erzeugen

T =
F−1 · ds

dA
= TT · dA

dA
= TT ·N = N · T . (2.24)
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2.1 Kontinuumsmechanik

Dieser Tensor ist das zum Lagrange-Green’schen Verzerrungstensor E arbeitskonjugierte
Spannungsmaß. Eine Umrechnung zwischen den beiden symmetrischen Spannungstensoren
ist mittels des Deformationsgradienten möglich:

T = F−1 · P = JF−1 · σ · F−T. (2.25)

Eine Spannungsge-

schwindigkeit
häufig für die Formulierung von konstitutiven Beziehungen verwendete objektive Dar-

stellung der Spannungsänderung ist die Jaumann-Rate [Bed68] der Cauchy-Spannung

▽

σ
J
= σ̇ −w · σ − σ ·wT. (2.26)

Als objektiv wird eine Größe bezeichnet, die invariant bezüglich der Änderung des Bezugs-
systems bzw. einer überlagerten Starrkörperbewegung ist.

2.1.3 Bilanzgleichungen

Die Bilanz einer physikalischen Größe liefert fundamentale Gleichungen, um die Wechselwir-
kungen zwischen äußeren Belastungen und Zustandsänderungen im Kontinuum festzulegen.
Diese physikalischen Grundgesetze werden global für den gesamten Körper als Gebietsintegra-
le oder für hinreichend glatte Felder der zu bilanzierenden Feldgröße lokal am Materialpunkt
formuliert.

Aus Massen-

erhaltung
der Forderung einer zu allen Zeitpunkten konstanten Masse

M =

∫

V

ρ0 (X) dV =

∫

v

ρ (x,t) dv = konstant (2.27)

ergibt sich die globale Massenbilanz

Ṁ =
D

Dt

∫

V

ρ0 (X) dV =
D

Dt

∫

v

ρ (x,t) dv = 0 (2.28)

und schließlich lokal die Kontinuitätsgleichung

ρ̇+ ρ∇ · v = 0 (2.29)

in Euler’scher Darstellung bzw. die triviale Aussage ρ̇0 = 0 in Lagrange’scher Betrach-
tung.

Nach Impulsbilanzdem 2. Newton’schen Bewegungsgesetz

İ = Fa (2.30)

ist die zeitliche Änderung des Gesamtimpulses gleich der Summe aller auf den Körper wir-
kenden Kräfte. Die globale Impulsbilanz

İ =
D

Dt

∫

v

ρv dv =

∫

a

σT · n da+

∫

v

ρfm dv (2.311)

İ =
D

Dt

∫

V

ρ0v dV =

∫

A

F · TT ·N dA+

∫

V

ρ0fm dV (2.312)
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2 Grundlagen

liefert nach Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes und Forderung nach Massenkonstanz
sowie Gültigkeit in jedem Teilgebiet des Körpers die 1. Cauchy’sche Bewegungsgleichung

∇ · σ + ρ (fm − a) = 0 (2.321)

∇X ·
(
T · FT

)
+ ρ0 (fm − a) = 0. (2.322)

DieDrehimpuls-

bilanz
Drehimpulsbilanz

Ḋ =
D

Dt

∫

v

x× ρv dv =

∫

a

x× σT · n da+

∫

v

x× ρfm dv (2.331)

Ḋ =
D

Dt

∫

V

x× ρ0v dV =

∫

A

x× F · TT ·N dA+

∫

V

x× ρ0fm dV, (2.332)

liefert für Cauchy1-Kontinua zusammen mit (2.32) die Symmetrie der Spannungstensoren:

x× [∇ · σ + ρ (fm − a)] + ǫ : σ = 0 =⇒ σ = σT (2.341)

x×
[
∇X ·

(
F · TT

)
+ ρ0 (fm − a)

]
+ ǫ : T = 0 =⇒ T = TT. (2.342)

Nach1. Hauptsatz

der Thermo-

dynamik

dem Energieerhaltungssatz (1. Hauptsatz der Thermodynamik) ist die zeitliche Än-
derung von innerer und kinetischer Energie eines Kontinuums gleich der Summe der Leistung
der äußeren Kräfte und der Wärmeleistung

K̇+ U̇ = Ẇ + Q̇. (2.35)

Für die in dieser Arbeit betrachteten adiabaten Prozesse (Q̇ = 0) reduziert sich (2.35) für
den quasistatischen Fall (K = 0) zu

U̇ = Ẇ. (2.36)

Da es sich bei den globalen Energietermen in (2.35) um extensive Größen handelt, ist eine
lokale Formulierung möglich. Hierfür werden die einzelnen Terme durch massenspezifische
Dichten ausgedrückt, nach (2.27) ändert sich die so erhaltene spezifische Größe bei Wechsel
der Konfiguration nicht. Somit können innere Energie und die Leistung der äußeren Kräfte
wie folgt dargestellt werden:

U =

∫

v

u∗ρ dv =

∫

V

u∗ρ0 dV, (2.37)

Ẇ =

∫

a

t · v da+

∫

v

fm · vρ dv =

∫

A

F ·T · v dA+

∫

V

fm · vρ0 dV. (2.38)

Unter Beachtung der Symmetrie der Spannungstensoren und Anwendung des Gauss’schen
Integralsatz ergeben sich die lokalen Formulierungen

u̇∗ρ = σ : d (2.391)

u̇∗ρ0 = T : D (2.392)

1als elementare Schnittreaktionen sind nur Kräfte zugelassen
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2.1 Kontinuumsmechanik

in Momentan- und Referenzkonfiguration.
Der 2. Hauptsatz

der Thermo-

dynamik

2. Hauptsatz der Thermodynamik liefert für die in dieser Arbeit betrachteten Fälle
ausgehend von einer Entropiebilanz mit der materialabhängigen extensiven Größe der Entro-
pie

S =

∫

v

s∗ρ dv =

∫

V

s∗ρ0 dV, (2.40)

die Ungleichung
∫

v

ṡ∗ρ dv ≥ 0 (2.411)
∫

V

ṡ∗ρ0 dV ≥ 0, (2.412)

in der das Gleichheitszeichen für den Idealfall reversibler Prozesse gilt. Die Entropie eines
irreversiblen Prozess kann somit nach (2.41) ausschließlich zunehmen. Nach Einführung der
freien Helmholtz’schen Energie

ψ = u∗ − θs∗ (2.42)

und Übergang auf die lokale Formulierungen in Euler’scher und Lagrange’scher Betrach-
tungsweise ergibt sich mit (2.39) die Clausius-Duhem Ungleichung für isotherme Zustände

−ρψ̇ + σ : d ≥ 0 (2.431)

−ρ0ψ̇ + T : D ≥ 0. (2.432)

2.1.4 Konstitutive Beziehungen

Die eingeführten kinematischen Beziehungen und Bilanzgleichungen gelten grundsätzlich un-
abhängig von den stofflichen Eigenschaften des betrachteten Körpers. Geometrisch gleiche
Körper mit verschiedenen materiellen Eigenschaften können sich unter gleichen äußeren Be-
lastungen sehr unterschiedlich verhalten. Zur Charakterisierung des Materialverhaltens sind
somit weitere Gleichungen notwendig: die konstitutiven Beziehungen bzw. Stoffgesetze. Diese
ergänzen die Bilanzgleichungen, deren Anzahl kleiner ist als darin vorkommende Unbekannte.
Konstitutive Gleichungen beschreiben in mathematischer Form die für das beobachtete idea-
lisierte Verhalten relevanten physikalischen Eigenschaften eines Körpers. Der Zusammenhang
zwischen Verzerrungen und Spannungen wird durch das Deformationsgesetz definiert.

Bei Elastisches

Material
einem elastischen Material geht der durch Belastung deformierte Körper nach Ent-

lastung wieder in seinen unbelasteten Verzerrungszustand über, Be- und Entlastung sind
vollständig reversibel. Eine eineindeutige Zuordnung von abhängigen zu unabhängigen kon-
stitutiven Variablen liegt für jeden beliebigen Belastungsvorgang vor.

Für kleine elastische Verzerrungen kann das lineare Hooke’sche Stoffgesetz angenommen
werden

σ = C
el : e, (2.44)

11



2 Grundlagen

dessen Elastizitätstensor 4. Stufe C
el für isotropes Material durch lediglich zwei unabhängige

Materialparameter, Elastizitätsmodul E und Querkontraktionszahl ν, ausgedrückt in den
Laméschen Konstanten λ, µ bzw. Schub- und Kompressionsmodul G, K

µ =
E

2 (1 + ν)
(2.451)

λ =
Eν

(1 + ν) (1− 2ν)
(2.452)

G =
E

2 (1 + ν)
= µ (2.453)

K =
E

3 (1− 2ν)
=

1

3
(3λ+ 2µ) (2.454)

vollständig definiert wird

C
el = 2µI(4) + λII = 2GI (4) +

(
K − 2

3
G

)
II. (2.46)

InPlastisches

Material
einem Körper mit plastischem Material verbleiben nach Entlastung Verzerrungen, die

sich vom ursprünglichen unbelasteten Zustand unterscheiden, während der Belastung entste-
hen also irreversible inelastische Deformationen. Eine eineindeutige Zuordnung von Verzer-
rungen und Spannungen ist nicht mehr möglich, zusätzlich sind die Zustandsgrößen von der
Belastungsgeschichte abhängig.

Bei Stählen treten plastische Verformungen erst nach Überschreiten eines gewissen Span-
nungsniveaus auf, bis zu diesem verhalten sie sich elastisch, auch die Entlastung erfolgt
elastisch. Die elastischen Verzerrungen sind i.d.R. klein gegenüber den plastischen.

Zur Beschreibung des Materialverhaltens ist die getrennte Betrachtung des elastischen und
des plastischen Anteils der Deformation eines Körpers vorteilhaft. Für große Deformationen
erfolgt dies nach Lee und Liu [LL67] durch eine multiplikative Zerlegung des Deformations-
gradienten

F = F el · F pl (2.47)

in einen elastischen F el und einen plastischen Teil F pl. Für polykristalline Materialien wie
Stähle liefert die Mechanik von Versetzungen eine anschauliche Interpretation der multiplika-
tiven Zerlegung [SO85]. Die Deformation des Körpers wird somit durch eine der plastischen
folgenden elastischen Bewegung beschrieben. In der plastischen Zwischenkonfiguration wird
das Kontinuums im entlasteten Zustand betrachtet, es treten lediglich plastische Deformatio-
nen auf. F el stellt die Beziehung zwischen dieser spannungsfreien plastischen Zwischenkon-
figuration und der durch den Spannungszustand hervorgerufen aktuellen Konfiguration her.
Neben weiteren Möglichkeiten [Hac95; SO85] lässt (2.47) für kleine elastische Verzerrungen
die additive Zerlegung des Deformationsgeschwindigkeitstensor in einen elastischen und einen
plastischen Anteil

d = d el + dpl (2.48)

zu [AA91].
FürHypoelastisch-

plastisches

Material

ein hypoelastisch-plastisches Material erfolgt die Formulierung des Deformationsgeset-
zes in Ratenform. Die Spannungsänderung wird durch den elastischen Anteil der Deformation
bestimmt

▽

σ
J
= C

el :
(
d− dpl

)
. (2.49)
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2.1 Kontinuumsmechanik

Die plastische Deformationsgeschwindigkeit bildet sich aus dem plastischen Multiplikator λpl

und der vom Spannungszustand und den inneren Variablen2 H = [H1,H2, . . .] des Plastizi-
tätsmodells abhängigen Fließrichtung N

dpl = λplN . (2.50)

Die Entwicklungsgleichungen der inneren Variablen sind i.d.R. von der Form

Ḣ = h (σ,H) . (2.51)

Mit Hilfe einer Fließbedingung

F = F (σ,H) = 0 (2.52)

werden elastische und plastische Zustandsänderungen getrennt, Plastifizierung setzt bei F =
0 ein. Durch die Konsistenzbedingung

Ḟ = 0 (2.53)

wird sichergestellt, dass die durch F = 0 gebildete Fließfläche im Falle plastischer Zustands-
änderungen nicht verlassen wird, somit gilt stets F ≤ 0. Ein rein elastischer Zustand befin-
det sich innerhalb der im Spannungsraum durch die Fließbedingung definierten Fließfläche
(F < 0).

Aus dem Drucker’schen Stabilitätspostulat, wonach der tatsächliche Spannungszustand
die plastisch dissipierte Arbeit in einen Extremwert überführt, lässt sich die Normalen- bzw.
Fließregel

dpl = λpl
∂F
∂σ

(2.54)

als Sonderfall von (2.50) formulieren. Die Änderungen der plastischen Deformationen verlau-
fen somit stets senkrecht zur Fließfläche

N =
∂F
∂σ

, (2.55)

man spricht auch von assoziiertem Fließen.
Ein zur Beschreibung des Verhaltens von Stählen oft verwendetes Plastizitätsmodell basiert

auf der von Mises Fließfläche

F =
3

2
σD : σD − σ2F = 0, (2.56)

mit der Fließspannung des Materials σF . Hierbei wird die experimentell beobachtete plasti-
sche Inkompressibilität von Stählen dadurch berücksichtigt, dass lediglich deviatorische Teile
des Spannungstensors

σD = σ − 1

3
σ : II (2.57)

in die Fließbedingung eingehen.

2als innere Variablen H1,H2, . . . sind nicht nur skalare, sondern auch tensorielle Größen zulässig
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2 Grundlagen

2.2 Schädigungsmechanik

Ziel der in dieser Arbeit unter dem Begriff Schädigungsmechanik verstandenen Methoden ist
die quantitative Beschreibung des Integritätsverlustes von Materialien, welcher sich in der
Reduzierung der Materialsteifigkeit äußert. Während im Allgemeinen verschiedene Prozes-
se (mechanische, thermische, chemische, usw.) zur Schädigung des Materials führen können,
sollen hier insbesondere die Auswirkungen der Prozesse berücksichtigt werden, die im wesent-
lichen auf das Vorhandensein und die Wechselwirkungen von Mikrodefekten in metallischen
Werkstoffen zurückzuführen sind.

Aufgrund des statistischen Charakters von Größe, Verteilung, Form und Ausrichtung der
in realen Werkstoffen und somit in Bauteilen vorhandenen Defekte erfolgt deren Berücksich-
tigung in der Regel innerhalb der Materialformulierung. Für die Erfassung von Schädigungs-
effekten im Rahmen der Kontinuumsmechanik ist hierfür zunächst die räumliche Mittelung
von mikromechanischen Größen notwendig. Die auf Homogenisierung des Werkstoffverhaltens
basierenden Kontinuumsschädigungsmodelle können verwendet werden, solange die Ausdeh-
nung der Defekte klein gegenüber dem zur Formulierung des effektiven Materialverhaltens
verwendeten Mittelungsgebiet und auch klein gegenüber den Bauteilabmessungen sind.

2.2.1 Duktile Schädigung

AlsCharakteristik duktile Schädigung werden die mikrostrukturellen Prozesse bezeichnet, die in einem me-
tallischen Material im Bereich der Zähigkeitshochlage einem Versagen vorausgehen. Im Versa-
gensfall weisen die zugehörigen Bruchflächen charakteristische wabenförmige Strukturen auf,
dem Probenversagen gehen üblicherweise große plastische Verformungen voraus. Die damit
verbundenen hohen dissipierten Energien äußern sich in der hohen Zähigkeit des Materials.

Stähle enthalten Defekte wie Hohlräume, nichtmetallische Einschlüsse, Ausscheidungen
und Mikrorisse, die in einer metallischen, plastisch verformbaren Matrix statistisch ver-
teilt sind. Nach Überschreiten der Fließgrenze führen plastische Deformationen zu irrever-
siblen Veränderungen in der Mikrostruktur des Materials. Die damit verbundene duktile
Schädigungsentwicklung in technischen Stählen erfolgt in den Phasen Hohlraumentstehung,
-wachstum und -koaleszenz [Rou87; Sei92].

DieSchädigungs-

phasen
Neuentstehung von Hohlräumen wird durch vorhandene spröde Einschlüsse bzw. Aus-

scheidungen begünstigt. Bei plastischer Verformung kommt es zur Ablösung oder zum Bruch
des nichtmetallischen Teilchens. Damit verbunden sind hohe Spannungsüberhöhungen und,
bei einer duktilen Matrix, lokal begrenzte große mikroplastische Deformationen im Matrixma-
terial. Das Wachstum von Hohlräumen wird wesentlich durch den lokalen Spannungszustand
beeinflusst. Hohe Mehrachsigkeiten führen zu einem stärkeren Hohlraumwachstum [CL74].
Für makroskopisch hydrostatische Beanspruchungen entstehen im Bereich von Hohlräumen
lokal deviatorische Anteile [RT69]. An der freien Oberfläche eines Hohlraumes resultiert dies
in einem zweiachsigen Spannungszustand [Sei92]. Trotz einer plastisch inkompressiblen Ma-
trix führt so ein makroskopisch rein hydrostatischer Beanspruchungszustand zum mikrosko-
pischen Fließen.

Das Zusammenwachsen bzw. die Koaleszenz von Hohlräumen erfolgt in der Regel nach
ausgiebigem Wachstum von Hohlräumen durch das Einschnüren von Matrixbrücken, das
Entstehen von Scherbändern zwischen benachbarten Hohlräumen oder die Entstehung von
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2.2 Schädigungsmechanik

Sekundärhohlräumen im verbleibenden Matrixmaterial [Sei92]. Die Koaleszenz von Hohl-
räumen äußert sich makroskopisch durch einen beschleunigten Steifigkeitsverlust und führt
oftmals zur Bildung eines Makrorisses.

Zur GTN-ModellModellierung der mikromechanischen Vorgänge duktiler Schädigung in Stählen im
Rahmen der Kontinuumsmechanik wird neben dem Ansatz von Rousselier [Rou87] häufig
das Modell nach Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) verwendet. Als Maß für die
Schädigung des Materials wird hierbei eine einzelne skalarwertige Größe verwendet, welche
die Porosität

f =
V Hohlraum

V
(2.58)

als mittleren Volumenanteil der Hohlräume im betrachteten Volumen erfasst.
Die von Gurson [Gur77] in Anlehnung an Überlegungen von Rice und Tracey [RT69] für

ein poröses Material mit einer starr-plastischen Metallmatrix entwickelte Fließbedingung

F =

(
q

σm

)2

+ 2f cosh

(
−3

2

p

σm

)
−
(
1 + f2

)
= 0 (2.59)

ist mit dem hydrostatischen Druck

p = −1

3
σ : I (2.60)

und der von Mises Vergleichsspannung

q =

√
3

2
σD : σD (2.61)

neben der zweiten Invariante des Spannungsdeviators und der Fließspannung des Matrix-
werkstoffes auch von der ersten Invariante des Spannungstensors und der aktuellen Porosität
abhängig. Es gilt die Normalenregel (2.54). Für das ungeschädigte Material reduziert sich die
Fließbedingung auf die der von Mises Plastizität, einem Schädigungswachstum wird durch
Erhöhung der Porosität und der damit verbundenen Verkleinerung der Fließfläche Rechnung
getragen. Das Material verliert seine Tragfähigkeit erst bei vollständiger Schädigung f = 1.

Mit Fließbedin-

gung
Einführung einer modifizierten Schädigungsvariablen f∗ = f∗ (f) und drei weiteren

Modellparametern q1, q2 und q3 wurde das von Gurson entwickelte Schädigungsmodell durch
Tvergaard und Needleman [TN84][Tve81] erweitert, um experimentelle Beobachtungen besser
erfassen zu können. Die FLießbedingung des GTN-Modells lautet

F =

(
q

σm

)2

+ 2q1f
∗ cosh

(
−3

2
q2

p

σm

)
−
(
1 + q3f

∗2
)
= 0. (2.62)

Unter Annahme eines verfestigenden Matrixmaterials mit der von der aktuellen plastischen
Vergleichsdehnung abhängigen Fließspannung

σm = σm (εm) (2.63)
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enthält das GTN-Modell somit zwei innere Variablen, die Porosität und die plastische Ver-
gleichsdehnung des Matrixmaterials

HGTN = [H1,H2] = [εm,f ] . (2.64)

Die Entwicklungsgleichungen der beiden inneren Variablen wurden unter Annahme einer
plastisch inkompressiblen Matrix und der Gleichheit von mikroskopisch und makroskopisch
(homogenisierten) plastischen Dissipationsleistungen bestimmt.

DieEvolutions-

gleichungen
Gleichung zur Bestimmung der Rate der plastischen Vergleichsdehnung des Matrix-

materials ergibt sich aus der Betrachtung der plastisch dissipierten Leistung entsprechend zu

ε̇m =
σ : dpl

(1− f)σm
. (2.65)

Die Schädigungsentwicklung setzt sich unter Annahme von unabhängig voneinander ablau-
fenden Phasen der Schädigung, Hohlraumentstehung und -wachstum, additiv aus zwei Teilen
zusammen

ḟ = ḟG + ḟN . (2.66)

Für plastisch inkompressibles Matrixmaterial ergibt sich der Wachstumsterm zu

ḟG = (1− f)dpl : I. (2.67)

Für den Entstehungsterm wurde empirisch ein Ansatz [CN80] gewählt

ḟN = A (εm) ε̇m, (2.681)

A (εm) =
fn

sn
√
2π

exp

[
−1

2

(
εm − εn
sn

)2
]
, (2.682)

wonach dehnungskontrolliert Hohlräume gebildet werden, bis der anfänglich in der Matrix
vorhandene Volumenteil fn hohlraumbildender Einschlüsse umgewandelt ist.

Mit Hilfe der anstelle der Porosität f in (2.59) verwendeten Schädigungsvariable f∗ lässt
sich das Zusammenwachsen von benachbarten Hohlräumen ab einer Porosität fc modellieren
und damit die dritte Phase der Schädigung, die Koaleszenz, abbilden [TN84].

f∗ = f∗ (f) =





f f ≤ fc

fc + (f − fc)κ fc < f ≤ ff

fu ff < f

,

κ =
fu − fc
ff − fc

, fu =
1

q1

(2.69)

Materialversagen kann durch Wahl der Parameter ff und q1 bereits vor vollständiger Schä-
digung (f = 1) eingestellt werden. Die Darstellung der modifizierten Schädigungsvariable f∗

in Form der Gleichung (2.69) enthält mit fu = 1/q1 die häufig verwendete Festlegung des
Parameters q3 = q21.

Das beschriebene Schädigungsmodell bildet somit die drei Phasen duktiler Schädigung
mit dem anschließenden Materialversagen mit Hilfe von neun Modellparametern ab. Für die
vollständige Modellierung des Materialverhaltens sind weiterhin elastische Materialparameter
(2.45) und die Fließkurve (2.63) des Matrixmaterials notwendig.
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2.2.2 Sprödbruch

Deformationen Charakteristikder inhomogenen Mikrostruktur können bei ferritischen Stählen zur Entste-
hung von Mikrorissen führen [Mud87]. In der Tieflage und im Übergangsbereich der Zähig-
keit initiiert an diesen Mikrorissen trans- bzw. interkristalliner Spaltbruch, welcher bei einem
ausreichend hohen Spannungsniveau letztlich zum makroskopischen Sprödbruch führt. Die
entstehenden Bruchflächen weisen die für Spaltbruch charakteristischen sehr glatten Oberflä-
chen auf. Die geringe Bruchzähigkeit in der Tieflage resultiert aus den geringen plastischen
Deformationen und der damit verbundenen niedrigen dissipierten Energie.

Spaltbruch Schädigungs-

phasen
entsteht demnach in zwei Phasen, der Mikrorissbildung und der Initiierung bzw.

der Ausbreitung eines Makrorisses: Zunächst entstehen Mikrorisse durch den Versetzungsauf-
stau an Korngrenzen, die Wechselwirkungen von Versetzungen an Schnittlinien verschiedener
Gleitebenen, den Bruch von Karbidteilchen in der Nähe von Korngrenzen sowie in der Umge-
bung von anderen Inhomogenitäten [Ber97]. Im weiteren Verlauf können sich Mikrorisse zum
Makroriss ausbreiten. Begünstigend hierfür wirken die lokalen Spannungsüberhöhungen um
und in der Nähe von harten Einschlüssen aufgrund mikroplastischer Deformationen. Gleich-
falls kann es jedoch auch zur Behinderung der Rissausbreitung an sphärischen Grenzflächen
kommen.

Nach Beremin-

Modell
den klassischen Modellen [GS07] zur Beschreibung des Spaltbruches unter Verwen-

dung von Spannungskriterien oder energetisch motivierten Konzepten wie dem Griffith-
Kriterium wurde von der Autorengruppe Beremin ein speziell für ferritische Stähle geeigne-
tes Spaltbruchmodell entwickelt [Ber83; Mud87]: Als Folge der statistischen Verteilung der
Mikrorisse weisen die Bruchkennwerte in der Tieflage und im Übergangsbereich der Zähig-
keit starke Streuungen auf, die unter Verwendung der statistischen Festigkeitstheorie nach
Weibull erfasst wurden. Das Versagen durch Sprödbruch wird mit dem Beremin-Modell
durch Quantifizierung der Spaltbruchwahrscheinlichkeit für eine spezifische, plastische Defor-
mationen verursachende Belastung beschrieben.

Für Modell-

annahmen
die Anwendung des Beremin-Modells gelten folgende Voraussetzungen: Der Spalt-

bruch initiiert an Mikrorissen, welche als Folge plastischer Verformungen entstehen, das
Modell darf also nur in plastifizierten Bereichen einer Struktur angewendet werden. Die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für diese durch Plastifizierung entstandenen Mikrorisse
der Länge l0 hat die Form einer inversen Potenzfunktion

f (l0) =
α

lβ0
(2.70)

und bleibt bis zum Versagen der Struktur konstant. Mikrorisse sind im gesamten plastifi-
zierten Bereich verteilt. Die für einen Mikroriss der Länge lc0 zum instabilen Risswachstum
führende kritische Spannung wird durch das Griffith-Kriterium für einen durchgehenden
geraden Riss bestimmt

σc =

√
2Eγ

π (1− ν2) lc0
. (2.71)

Das instabile Risswachstum eines Mikrorisses führt zum Versagen der gesamten Struktur
(weakest link Annahme).
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UnterVersagens-

wahrschein-

lichkeit

diesen Voraussetzungen lässt sich die Wahrscheinlichkeit für Versagen durch Spröd-
bruch nach dem Beremin-Modell für einen bestimmten Lastparameter L wiefolgt quantifi-
zieren:

Pf (L) = 1− exp

{
−
(
σW (L)

σu

)m}
. (2.72)

Darin sind σu die Weibull-Referenzspannung, m = 2β − 2 der Weibull-Modul und
σW (L) ein integraler Ausdruck über das gesamte plastifizierte Gebiet V pl , die lastabhängige
Weibull-Spannung

σW (L) = m

√√√√
1

V0

∫

V pl

(σI (L))
m dV , (2.73)

σI ist die maximale Hauptspannung. Das Referenzvolumens V0 muss einerseits groß genug
sein, um die Mikrostruktur statistisch abbilden zu können, andererseits darf aufgrund des
zugrundeliegenden Griffith-Kriteriums der Spannungszustand innerhalb des betrachteten
Volumens nur gering variieren. Bei Festlegung des Referenzvolumens V0 wird die Versagens-
wahrscheinlichkeit somit durch die Modellparameter m, σu bestimmt.

Gleichung (2.73) wird i.d.R. numerisch mit Hilfe der Finiten Elemente Methode (FEM,
siehe Abschnitt 3.4) für den Lastschritt t(L)

σW (t) =
m

√√√√
Npl∑

i=1

Vi
V0

·max
τ≤t

{
(
σiI(τ)

)m
}

(2.74)

ausgewertet. In (2.74) sind Npl alle Integrationspunkte im plastifizierten Bereich, Vi und σiI
die zugehörigen Volumen bzw. maximalen Hauptspannungen.

2.2.3 Versagen im Übergangsbereich

AlsCharakteristik Übergangsbereich wird in dieser Arbeit der Zähigkeitsbereich eines Werkstoffs verstanden,
in dem die Bruchflächen von bis zum Versagen belasteten Proben anteilig sowohl Duktil- als
auch Sprödbruchanteile enthalten. Desweiteren ist eine starke Streuung der experimentell
ermittelten Bruchzähigkeiten charakteristisch. Ursächlich für das Aussehen der Bruchflächen
und die große Streuung der bruchmechanischen Eigenschaften ist hierbei ein dem Sprödbruch
i.d.R. vorausgehendes geringes duktiles Risswachstum [ER06]. Eine definierte Abgrenzung
des Übergangsbereichs vom reinen Sprödbruch bzw. vom ausschließlich duktilen Versagen
ist im Allgemeinen nicht möglich. Einfluss auf das Versagensverhalten haben bei ferritischen
Stählen u.a. Temperatur und Belastungsgeschwindigkeit, Bestrahlungszustand des Materials,
aber auch Größe und Form des betrachteten Prüfkörpers bzw. Bauteils.

ImModellierungs-

ansatz
Übergangsbereich treten sowohl duktile Schädigung als auch Sprödbruch auf. Daher

muss ein hier anzuwendendes Materialmodell beide mikromechanischen Prozesse unabhän-
gig voneinander abbilden können. Prinzipiell ist hierfür die kombinierte Anwendung des in
2.2.1 beschriebenen GTN-Modells zur Beschreibung duktiler Schädigung zusammen mit dem
in 2.2.2 dargestellten Beremin-Modell für die Berechnung der Spaltbruchwahrscheinlich-
keit denkbar [And+94; RDJ96]. Bei dieser Vorgehensweise werden jedoch die Probleme des
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2.2 Schädigungsmechanik

Beremin-Modells verstärkt, die bereits ohne Berücksichtigung duktiler Schädigung auftre-
ten können, u.a. eine Abhängigkeit des Weibull-Moduls von Probenform, Temperatur und
Belastungsgeschwindigkeit, Schwierigkeiten bei der iterativen Bestimmung der Weibull-
Parameter und große Abweichungen bei den berechneten Spaltbruchwahrscheinlichkeiten.
Desweiteren führt die Modellierung duktiler Schädigung im Rahmen der Kontinuumsmecha-
nik in Verbindung mit der numerischen Lösung (FEM) des zugehörigen Systems partieller
Differentialgleichungen zur Netzabhängigkeit der Lösung3. In der Praxis verwendet man da-
her oft eine feste Elementkantenlänge für alle Rechnungen, wobei die Elementgröße ein Mo-
dellparameter wird, alle anderen schädigungsmechanischen Parameter gelten dann nur für
diese eine Diskretisierungslänge. Die zur Berechnung von Risswiderstandskurven benötig-
ten Elementgrößen sind dabei für die Auswertung des Spröd- und Übergangsbereiches nicht
geeignet, da hier eine sehr feine Auflösung hoher Spannungsgradienten erfolgen muss.

Von Bordet u. a. [Bor+05] wird diskutiert, dass die o.g. Probleme teilweise eine Folge
der im Vergleich zu experimentellen Untersuchungen[Bri70; Gur72; KT69; Lin+70; MJC65]
lediglich stark vereinfachten Beschreibung lokalen Spaltbruchs im Beremin-Modell sind:
die im Modell angenommene Verteilung der Mikrorisse stellt sich zu Beginn der Plastifizie-
rung eines Gebietes ein und bleibt unabhängig von der weiteren Beanspruchung gleich und
spaltbruchverursachend. Dabei werden Verfestigung, Betrag der plastischen Verzerrungen
und deren Rate nicht berücksichtigt, auch findet die Abstumpfung von gestoppten Mikroris-
sen bei weiterer Plastifizierung keine Berücksichtigung. Bernauer u. a. [Ber+99b] diskutieren
die Übertragbarkeit der Parameter des originalen Beremin-Modells. Es wird eindeutig ein
Einfluss von Probengeometrie, Prüftemperatur und Beanspruchungsgeschwindigkeit auf die
bestimmten Weibull-Parameter nachgewiesen. Diese Abhängigkeiten werden auf die bei
höheren Temperaturen nicht mehr zutreffenden Annahmen des originalen Beremin-Modells
zurückgeführt.

Bereits in [Ber83] wird ein Vorschlag zur Berücksichtigung des Einflusses plastischer Ver-
zerrungen auf die Sprödbruchversagenswahrscheinlichkeit gemacht. Weitere Modifikationen
des Beremin-Modells, die im Wesentlichen die Berechnung der Weibull-Spannung betref-
fen, finden sich u.a. in [Bor+05; Gao+05; Gao+06; Gao+98; Gao+99a; Gao+99b; KF02].
Die Beremin-

Modell nach

Bernauer

von Bernauer u. a. [Ber+99b] vorgeschlagene Modifikation berücksichtigt die Tatsache,
dass die Neuentstehung von Hohlräumen durch vorhandene Karbidteilchen begünstigt wird.
Dabei löst entweder die umgebende Matrix ab oder das Teilchen bricht. Beides führt zur
Bildung eines Hohlraumes, wodurch an dieser Stelle kein Spaltbruch mehr initiiert. Wie
im originalen Modell werden gebrochene Karbidteilchen als Quellen für die Entstehung von
Mikrorissen mit einer Verteilung nach (2.70) angenommen. Allerdings ist die Anzahl der akti-
ven Mikrorisse in dieser Modifikation veränderlich: Während im Beremin-Modell alle durch
Plastifizierung gebildeten Mikrorisse unabhängig vom Beanspruchungsverlauf als potentielle
Rissinitiierungsstellen betrachtet werden, wird in [Ber+99b] die Anzahl der Teilchen berück-
sichtigt, um die ein neuer Hohlraum gebildet wurde. Es wird weiter angenommen, dass die
Zahl der so aus der Mikrorissverteilung entfernten Karbidteilchen proportional zur Zahl aller
gebildeten Hohlräume ist.

Unter Kombination

GTN+Beremin
den oben genannten Voraussetzungen kann in Verbindung mit einem duktilen Schä-

digungsmodell die Hohlraumentstehung und die damit verbundene Reduzierung der spröd-

3siehe Abschnitt 3.1
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2 Grundlagen

bruchfördernden Mikrorisse berücksichtigt werden. Die Sprödbruchwahrscheinlichkeit wird
entsprechend (2.72) bestimmt, die Berechnung der Weibull-Spannung zum Lastschritt t(L)
erfolgt nach

σBW (t) =
m

√√√√
Npl∑

i=1

Vi
V0

·max
τ≤t

{
σB1

+ σB2

}
(2.75)

mit

σB1
=
(
σiI(τ)

)m ·
(
1− cn

fn

∑

tj≤τ

f iN (∆tj)
)

(2.761)

σB2
=
∑

tj≤τ

( (
σiI(tj−1)

)m · cn
fn
f iN (∆tj)

)
(2.762)

mit den bereits in (2.74) verwendeten Größen Npl,Vi und σiI . Bei Verwendung des in Abschnitt
2.2.1 beschriebenen GTN-Modells entspricht der Nukleationsterm

∑
tj≤τ f

i
N (∆tj) der dis-

kreten zeitlichen Integration von Gleichung (2.681), fn ist wie in (2.682) der anfänglich in
der Matrix vorhandene Volumenteil hohlraumbildender Einschlüsse. Der Wichtungsfaktor cn
bestimmt den Einfluss der Hohlraumentstehung auf die Reduzierung sprödbruchfördernder
Teilchen.

Für die Anwendung des Beremin-Modells nach Bernauer auf verschiedene Probengeo-
metrien muss das verwendete duktile Schädigungsmodell netzunabhängige Ergebnisse liefern.
Die Formulierung eines solchen Modells auf Basis des GTN-Modells ist Gegenstand des
nächsten Kapitels.
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3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

In Versuchen mit technischen Stählen, die bis zum Probenversagen, d.h. bis zum vollstän-
digen Integritätsverlust des Materials, durchgeführt werden, kommt es zur Ausbildung einer
sog. Prozesszone. Während große Bereiche des Prüfkörpers teilweise rein elastisch verformt
werden, finden lokal begrenzt mikromechanische Prozesse statt, die für das globale Verhalten
der Probe maßgeblich sind. Die Größe der Prozesszone wird durch die mikromechanische
Struktur des Materials bestimmt und stellt somit eine Materialeigenschaft dar.

3.1 Lokalisierung

Die mit Mikroriss- bzw. Hohlraumbildung an mikrostrukturellen Defekten verbundenen Span-
nungs- bzw. Verzerrungsüberhöhungen in der Prozesszone führen zur Dehnungslokalisierung
[RR75]. Dies resultiert i.d.R. in einer verstärkten Schädigungsentwicklung [Tve82a; Tve82b]
und damit zu einer weiteren Eingrenzung des mikromechanisch aktiven Bereiches. Mit wach-
sender Schädigung reduziert sich die Tragfähigkeit des Materials. Trotz zunehmender Verzer-
rungen sinken die übertragbaren Spannungen, was als lokale Entfestigung beobachtet wird
[Gee97]. Wie in [Spr06] anschaulich gezeigt wird, besitzt die Kraft-Verschiebungs-Kurve eines
einfachen Zugversuchs für einen porösen Werkstoff mit einer verfestigenden Matrix ein Ma-
ximum, dem ein abfallender Abschnitt folgt. Dieser wird durch geometrische und materielle
Entfestigung hervorgerufen.

Die Materielle

Entfestigung
materielle Entfestigung kann im Rahmen der Kontinuumsmechanik durch die Berück-

sichtigung von Schädigung im Plastizitätsmodell abgebildet werden, siehe Abschnitt 2.2.1.
Mit Zunahme der Porosität führen niedrigere Spannungen zum plastischen Fließen, die Fließ-
fläche und damit der elastische Bereich verkleinern sich. Das statische Gleichgewicht eines
einfachen entfestigenden plastischen Kontinuums ist instabil [Nik96] und führt zur Dehnungs-
lokalisierung. Mathematisch bedeutet dies den Elliptizitätsverlust [Bor+93] des zugrundelie-
genden Differentialgleichungssystems, welches nunmehr hyperbolischen Typs ist.

Die Diskretisie-

rungseinfluss
Dehnunglokalisierung beim Elliptizitätsverlust findet theoretisch in einem infinitesi-

malen Bereich statt. Führt man zur Lösung des Randwertproblems zunächst eine Diskreti-
sierung des untersuchten Kontinuums durch, so wird die Größe der Lokalisierungszone durch
die Diskretisierungsfeinheit festgelegt [Bor+93; PC+88]. Bei Verwendung der Finite Elemen-
te Methode wird dies als Netzabhängigkeit bezeichnet. Für zunehmend feinere Vernetzungen
verkleinert sich die Lokalisierungszone. Als Folge dessen konvergiert die durch Schädigung
dissipierte Energie für infinitesimal kleine Elemente gegen null. Dies widerspricht der expe-
rimentellen Beobachtung, dass sowohl Größe der Lokalisierungszone als auch die bis zum
Materialversagen dissipierte Energie Materialeigenschaften sind [Gee97].
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3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

3.2 Regularisierungsmethoden

Wie im letzten Abschnitt gezeigt, ergeben sich aus der Modellierung duktiler Schädigung
im Rahmen der Kontinuumsmechanik einfacher Materialien in Verbindung mit der numeri-
schen Lösung des zugehörigen Systems partieller Differentialgleichungen zwei grundlegende
Eigenschaften des betrachteten Problems: Zum einen führt die materielle Entfestigung zur
Instabilität des Materialverhaltens. Zum anderen sind materielle Instabilität und Dehnungs-
lokalisierung aufgrund der starken Wechselwirkungen zwischen Dehnungszuwachs und Schä-
digungsentwicklung bei Verwendung einfacher Kontinua unmittelbar verbunden. Dies führt
bei der numerischen Behandlung des Randwertproblems zu einer diskretisierungsabhängigen
Größe der Lokalisierungszone.

EinPragmatische

„Lösung“
zur Einstellung einer definierten Größe der Lokalisierungszone bei Verwendung der

FEM oft genutztes Mittel ist die Festlegung einer charakteristischen Elementgröße [Ber+99a;
Ber97; Ort+87; See07]. Bei dieser Methode finden Dehnungslokalisierung und materielle Ent-
festigung innerhalb einer die Lokalisierungszone charakterisierenden Elementschicht bzw. Ele-
mentreihe statt. Die Elementkantenlänge wird hierbei zum Modellparameter: Die Genauig-
keit der Lösung kann somit nicht mehr durch übliche Konvergenzkriterien beurteilt werden.
Desweiteren ergeben sich erhebliche numerische Nachteile bei der Behandlung stark unter-
schiedlicher Probleme.

MitNichtlokale

Formulierung
den in dieser Arbeit als Regularisierungsmethoden verstandenen Ansätzen wird er-

reicht, dass materielle Entfestigung und Dehnunglokalisierung unabhängig voneinander statt-
finden können. Die Verwendung sog. nichtlokaler Formulierungen unterscheidet sich damit
grundlegend von der o.g. und in der Praxis oft verwendeten Festlegung der Lokalisierungzo-
ne: Elliptizitätsverlust und Diskretisierungsabhängigkeit werden eliminiert [Bor91; PCB87;
PCB93; Ste+97; Ste99].

Die Verringerung der Netzabhängigkeit, die auftritt, wenn Kontinuumsschädigungsmodelle
numerisch implementiert und verwendet werden, war Gegenstand zahlreicher physikalisch
motivierter und phänomenologischer Ansätze. Vergleichende Überblicke hierzu finden sich
u.a. in [BJ02; Eng+06; Jir98; Pee+01].

Der grundsätzliche Ansatz nichtlokaler Formulierungen zur Reduzierung diskretisierungs-
bedingter Lokalisierungseffekte besteht in der Berücksichtigung der Umgebung des materiel-
len Teilchens in den zugrundeliegenden Gleichungen

f (ω) =⇒ f (ω,ω̄) . (3.1)

Dies kann effizient durch die Mittelung einer Variablen innerhalb eines durch einen Längen-
parameter charakterisierten Mittelungsbereich geschehen.

Nach der Art der Bestimmung der gemittelten Größe ist eine Einteilung nichtlokaler For-
mulierung in die Gruppen nichtlokaler Integralansätze [Baz84; PCB87] sowie explizite [BM92]
und implizite Gradientenmethoden [Eng+03; Pee+96] möglich. Eine weitere Klassifizierung
kann nach der Art der nichtlokalen Größe erfolgen, so können innere Variablen eines konsti-
tutiven Modells oder direkt Spannungen bzw. Verzerrungen gemittelt werden. Letztlich wird
zwischen schwach nichtlokalen und stark nichtlokalen Formulierungen unterschieden [BJ02;
Jir98].

BeiIntegralansatz Verwendung nichtlokaler Integralansätze wird eine lokale Variable durch eine gemittelte
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3.2 Regularisierungsmethoden

nichtlokale Größe ersetzt. Diese wird entsprechend

ω̄ (x) =
1

B

∫

B

G (ζ)ω (x+ ζ) dB (3.2)

durch Integration der gewichteten lokalen Größe ermittelt. Mit Definition der Gewichts-
funktion G (ζ) wird der Einfluss der mit dem Abstandsvektor ζ zum betrachteten Material-
punkt beschriebenen Umgebung festgelegt, überlicherweise werden hier Gauss- oder ähnliche
Glockenfunktionen verwendet, welche zumindest der Bedingung

1

B

∫

B

G (ζ) dB = 1 (3.3)

genügen müssen. Integralansätze sind stark nichtlokale Methoden, da zur Berechnung der
nichtlokalen Größe über den gesamten betrachteten Körper integriert wird. Sie sind nume-
risch robuste Methoden und lassen sich prinzipiell für jede Art konstitutiver Gleichungen
anwenden. Bei der Behandlung komplexer Geometrien müssen die Gewichtsfunktionen G (ζ)
hohe Anforderungen erfüllen, was speziell im Dreidimensionalen die Anwendung numerisch
sehr aufwendiger Algorithmen erfordert.

Eine Explizite

Gradientenfor-

mulierungen

Gradientendarstellung von (3.2) kann durch Entwicklung einer Taylorreihe um den
betrachteten Punkt angegeben werden

ω(x+ζ) = ω(x)+∇ω(x) ·ζ+ 1

2!
∇(∇ω(x)) : ζ⊗ζ+

1

3!
∇(3)ω(x) · · · ζ⊗ζ⊗ζ+ . . . . (3.4)

In (3.4) bedeutet ∇(n) die n-fache Anwendung des Nabla-Operators, liefert also einen Tensor
n-ter Stufe. Im Gegensatz dazu ist ∇n ein Skalar, so ist bspw. ∇2 der Laplace-Operator.
Unter Annahme der Isotropie ergibt sich so nach Einsetzen in (3.2) zunächst

ω̄ (x) = ω(x) + c∇2ω(x) + d∇4ω(x) + . . . (3.5)

und nach Vernachlässigung der Terme höherer Ableitungen eine explizite Gradientendarstel-
lung von (3.2) in reduzierter Form

ω̄ (x) = ω(x) + c∇2ω(x). (3.6)

Explizite Gradientenmethoden sind schwach nichtlokale Methoden, da nur die infinitesima-
le Umgebung eines Punktes berücksichtigt wird. Gegenüber Integralansätzen und impliziten
Gradientenverfahren weisen explizite Gradientenformulierungen erhebliche numerische Nach-
teile auf [JR09; Pee+01].

Nach Implizite

Gradientenfor-

mulierungen

zweifacher Differentiation und Umordnen erhält man aus (3.5)

∇2ω (x) = ∇2ω̄ (x)− c∇4ω (x)− d∇6ω (x)− . . . (3.7)

und nach Einsetzen in (3.5)

ω̄ (x)− c∇2ω̄ (x) = ω (x) + (d− c2)∇4ω (x) + . . . . (3.8)
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3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

Somit lässt sich nach Vernachlässigung der Terme höherer Ableitungen in Analogie zu (3.6)
eine implizite Berechnung der nichtlokalen Größe einführen

ω̄ (x)− c∇2ω̄ (x) = ω (x) . (3.9)

Implizite Gradientenformulierungen sind ebenso wie Integralansätze stark nichtlokale For-
mulierungen und sind numerisch erheblich einfacher umzusetzen als explizite Verfahren. Die
partielle Differentialgleichung vom Helmholtz-Typ (3.9) stellt hierbei eine zusätzliche Feld-
gleichung dar, für deren Lösung die Angabe weiterer Randbedingungen notwendig wird.

3.3 Nichtlokale Formulierung duktiler Schädigung

Die Entwicklung nichtlokaler Formulierungen duktiler Schädigung war Gegenstand zahlrei-
cher Veröffentlichungen. Modifikationen des GTN-Modells finden sich u.a. in [Ena+07; JK03;
Leb+94; Reu+03; TN95]. Samal u. a. [Sam+08] wenden eine implizite Gradientenformulie-
rung auf das Rousselier-Modell [Rou87] an.

Für das zugrundeliegende Schädigungsmodell sind mehrere Varianten einer nichtlokalen
Modifikation möglich, solange die Formulierung einen diskretisierungsunabhängigen Längen-
parameter enthält und das lokale Verhalten im rein elastischen Fall wiedergegeben werden
kann [Jir98]. In der von Reusch [Reu03] vorgeschlagenen Modifikation des GTN-Modells
wird die Rate des modifizierten Hohlraumwachstums f∗ mit Hilfe eines impliziten Gra-
dientenverfahrens gemittelt, auf ähnliche Art geht Samal [Sam07] bei seiner Formulierung
des Rousselier-Modells vor. Jirásek und Rolshoven [JR03] zeigen am Beispiel eines einfa-
chen Zugstabes, dass die nichtlokale Mittelung von f∗ zu Locking-Effekten führen kann, d.h.
die vom Material übertragbaren Spannungen verschwinden auch bei vollständigem Versagen
nicht.

Die Wahl der in dieser Arbeit nichtlokal formulierten Variable wird durch die Berücksich-
tigung innerer Längen in der Mechanik verallgemeinerter Kontinua [FS06] motiviert. Ein
ähnlicher Zugang findet sich in [Bar+09], wobei dort ein stark vereinfachtes Schädigungs-
modell verwendet wird. Zur Beschreibung der Kontinua höherer Ordnung werden neben den
Verschiebungen weitere unabhängige Feldgrößen verwendet. Einen Sonderfall stellt die Einfüh-
rung einer zusätzlichen unabhängigen Feldgröße dar, welche die Änderung des Mikrovolumens
beschreibt („microdilatation theory“ [FS06]).

InNichtlokale

Modifikation

des

GTN-Modells

dem hier entwickelten nichtlokalen Schädigungsmodell bleiben von den vier Grundglei-
chungen des GTN-Modells Fließbedingung (2.62), Fließregel (2.54) und Entwicklungsglei-
chung der plastischen Vergleichsdehnung des Matrixmaterials (2.65) unverändert. Das GTN-
Modell als Grundlage zur phänomenologischen Beschreibung duktiler Schädigung wurde ge-
wählt, da dieses Schädigungsmodell Gegenstand zahlreicher Untersuchungen und Anwendun-
gen war. Auch am Institut für Mechanik und Fluiddynamik waren Erfahrungen bezüglich
der Implementierung [JK03; Mü+98] und Parameterbestimmungen [Abe04; AK03; AK06]
vorhanden. Die nichtlokale Modifikation besteht in der Berücksichtigung der Umgebung im
Wachstumsterm (2.67) der Schädigungsentwicklung (2.66). Anstelle des volumetrischen An-
teils der plastischen Verzerrungsrate wird zur Berechnung des Hohlraumwachstums deren
nichtlokale Mittelung verwendet,

ḟnlG = (1− f) ε̇p (3.10)
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3.4 FEM Implementierung

somit ergibt sich die modifizierte Schädigungsentwicklung

ḟ = ḟnlG + ḟN . (3.11)

Der Nukleationsterm ḟN bleibt in seiner lokalen Form (2.68) erhalten. Aufgrund der nume-
rischen Vorteile impliziter Gradientenmethoden gegenüber anderen nichtlokalen Verfahren
[Eng+03; Pee+96] erfolgt die Berechnung der nichtlokalen Mittelung mit ε̇p =∂εp/∂t in im-
pliziter Form durch Lösen der partiellen Differentialgleichung vom Helmholtz-Typ

εp − c∇2εp = εp. (3.12)

In der zusätzlichen Feldgleichung (3.12) bildet der lokale volumetrische Anteil der plastischen
Verzerrung den Quellterm. Der Parameter

√
c mit der Dimension einer Länge kontrolliert

den Einflussbereich des benachbarten Materials (c > 0). ∇2 ist die verkürzte Schreibweise
des räumlichen Laplace-Operators ∇(2)() : I , somit können Gleichgewicht (2.32) und nicht-
lokale Mittelung (3.12) in der aktuellen Konfiguration behandelt werden. In [Gee+03; Ste99]
wird die Wahl des Laplace-Operators bei großen Deformationen diskutiert, in [Gee04] fin-
det sich eine verallgemeinerte Darstellung der nichtlokalen Formulierung unter Verwendung
des räumlichen Laplace-Operators für entfestigende Plastizität.

Zur Lösung von (3.12) wird die natürliche Randbedingung

∇εp · n = 0. (3.13)

gewählt. Obwohl die Wahl der Randbedingung willkürlich erfolgt, wird durch (3.13) sicher-
gestellt, dass die integrale plastische Volumenänderung erhalten bleibt

∫

v

εp dv =

∫

v

εp dv (3.14)

und Gleichung (3.11) für homogene Verzerrungszustände mit der lokalen Form (2.66) über-
einstimmt. Eine ausführliche Diskussion unterschiedlicher Randbedingungen findet sich in
[Pee+01].

Hütter zeigt in [Lin+12] einem Ansatz nach [BT95; RR75] folgend, dass die entwickelte
nichtlokale Formulierung für die in dieser Arbeit untersuchten Materialien zu einem in al-
len Schädigungsphasen stabilen Materialverhalten führt. In dieser Stabilitätsanalyse wird ein
verfestigendes Matrixmaterial vorausgesetzt. Weiterhin wird angenommen, dass keine Hohl-
raumnukleation stattfindet bzw. die Neuentstehung von Hohlräumen in einem unkritischen
Anfangsstadium der Schädigung (f < fc) abgeschlossen ist.

3.4 FEM Implementierung

Die Lösung der in der Festkörpermechanik auftretenden partiellen Differentialgleichungen
erfolgt i.d.R. numerisch mit Hilfe der Methode der finiten Elemente (FEM [Bat90; Bel+00;
Wri01; ZT00a; ZT00b]). Mit der Diskretisierung des untersuchten Gebietes durch finite Ele-
mente wird hierbei ein System partieller Differentialgleichungen in ein System algebraischer
Gleichungen überführt. Die Lösung des Gleichungssystems liefert die diskreten Werte der
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3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

gesuchten Feldgröße, im Fall der Festkörpermechanik i.A. Verschiebungen an den Knoten-
punkten der finiten Elemente.

DurchGekoppeltes

Feldproblem
die nichtlokale Erweiterung des Materialmodells (3.3) ergibt sich ein gekoppeltes

Feldproblem bestehend aus dem Verschiebungsfeld und dem Feld der nichtlokalen Spur der
plastischen Verzerrungsrate. Zur Bestimmung beider Felder ist zusätzlich zu dem mit den
kinematischen Beziehungen (2.14), den konstitutiven Gleichungen und den lokalen Impuls-
bilanzen (2.32),(2.34) gegebenen System partieller Differentialgleichungen die Helmholtz-
Differentialgleichung (3.12) zu lösen.

3.4.1 Formulierung der Grundgleichungen

BestehtBetrachtungs-

weise
kein linearer Zusammenhang zwischen den auf einen Körper wirkenden Kräften und

den dadurch verursachten Verschiebungen, z.B. durch nichtlineare konstitutive Beziehungen
(materiell nichtlinear) oder im Fall großer Deformationen (geometrisch nichtlinear), so spricht
man von nichtlinearen Analysen. Um alle Nichtlinearitäten zu erfassen, werden (2.32) und
(3.12) für den deformierten Körper in der Momentankonfiguration ausgewertet.

MitSchwache

Form
den vektoriellen bzw. skalaren Gewichtsfunktionen η und ψ werden die Gleichungen

(2.32) und (3.12) in die für die Verwendung der Finiten Elemente Methode übliche schwache
Form überführt

∫

v

σ : ∇η dv =

∫

a

t̂R · η da (3.151)

c

∫

v

∇εp · ∇ψ dv =

∫

v

(εp − εp)ψ dv, (3.152)

wobei t̂R der Randspannungsvektor ist. Für die zunächst beliebigen, nicht trivialen Ge-
wichtsfunktionen (η 6= 0,ψ 6= 0) werden das Gleichgewicht (2.32) und die Helmholtz-
Differentialgleichung (3.12) im gesamten Integrationsgebiet erfüllt. Für den speziellen Fall η
=δu erhält man aus (3.151) mit der Variation des Euler-Almansi’schen Verzerrungstensors
δe das Prinzip der virtuellen Arbeit

∫

v

σ : ∇ δu dv =

∫

v

σ : δe dv =

∫

a

t̂R · δu da. (3.16)

Durch Einschränkung der Gewichtsfunktionen auf bestimmte Ansätze kann eine numerisch
günstigere Formulierung erhalten werden. Bei der Finiten Elemente Methode (FEM) werden
für die unabhängigen Feldgrößen elementweise definierte Ansätze gewählt (Diskretisierung),
wodurch ein System algebraischer Gleichungen entsteht. Die Lösung des Randwertproblems
(3.15) wird durch Lösung des algebraischen Gleichungssystems nach den nunmehr diskret
vorliegenden Freiheitsgraden u und εp gewonnen.

DieInkrementelle

Formulierung
Lösung des Randwertproblems kann im allgemeinen geometrisch und/oder physikalisch

nichtlinearen Fall für einen gegebenen Belastungszustand nicht direkt erfolgen. Vielmehr muss
die Belastung inkrementell, d.h. schrittweise, erhöht werden und die iterative Bestimmung
der Freiheitsgrade für den jeweiligen Gleichgewichtszustand erfolgen. Für die inkrementelle
Lösung des Randwertproblems eignen sich bei der Beschreibung des Verhaltens von Festkör-
pern verschiedene kontinuumsmechanische Formulierungen auf Grundlage der materiellen
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bzw. Lagrange’schen Betrachtungsweise (Abschnitt 2.1.1). Zur Veranschaulichung werden
die schwachen Formen (3.15) zum Zeitpunkt t+∆t ausgedrückt

∫

vt+∆t

σt+∆t : δet+∆t dvt+∆t =

∫

at+∆t

t̂R
t+∆t · ηt+∆t dat+∆t (3.171)

c

∫

vt+∆t

∇εpt+∆t · ∇ψt+∆t dvt+∆t =

∫

vt+∆t

(
εp

t+∆t − εp
t+∆t

)
ψt+∆t dvt+∆t . (3.172)

Die Updated

Lagrange
Gleichungen (3.17) sind in der Momentankonfiguration formuliert, d.h. alle Variablen

beziehen sich auf den aktuellen deformierten Körper. Somit sind sämtliche Größen, die zu in-
tegrierenden Variablen und, für den Fall großer Deformationen, auch die Integrationsgrenzen
und die Differentiale selbst zum Zeitpunkt t+∆t unbekannt. Liegen die in (3.17) enthaltenen
Größen für alle bisherigen Zustände der Bewegung [0,∆t,2∆t, . . . ,t] vor, so können sie zum
Zeitpunkt t+∆t in einen bekannten und einen noch zu bestimmenden Teil zerlegt werden,
solange beide auf die gleiche Konfiguration bezogen werden. Bei der in dieser Arbeit ver-
wendeten Updated Lagrange’schen Formulierung (U.L., [Bat+75]) wird die zum letzten
Zeitpunkt t bekannte Konfiguration als Bezug gewählt.

Für Linearisierungeine schnelle Konvergenz des von Abaqus verwendeten Newton-Verfahrens zur ite-
rativen Bestimmung der Freiheitsgrade müssen die schwachen Formen (3.17) zunächst linea-
risiert werden. Zur verkürzten Darstellungen wird (3.17) mit Hilfe

Γσ =

∫

v

σ : ∇η dv −
∫

a

t̂R · η da = 0 (3.181)

Γεp = c

∫

v

∇εp · ∇ψ dv −
∫

v

(εp − εp)ψ dv = 0 (3.182)

ausgedrückt. Die iterative Lösung des Gleichungssystems (3.18) kann nun nach Taylorent-
wicklung bezüglich der Verschiebungsfreiheitsgrade und der zusätzlichen nichtlokalen Feld-
größe

Γσt+∆t = Γσt + Γσt
,u∆u+ Γσt

,εp∆εp (3.191)

Γεpt+∆t = Γεpt + Γεpt
,u∆u+ Γεpt

,εp∆εp (3.192)

erfolgen.

3.4.2 Diskretisierung und Formulierung der Elementmatrizen

Um Erweitertes

8-Knoten-

Element

die nichtlokale Modifikation des GTN-Modells in die FEM-Software Abaqus zu im-
plementieren, muss aufgrund des gekoppelten Feldproblems ein benutzerdefiniertes Element
entwickelt werden. Dies geschieht über die von Abaqus verwendete User-Subroutine UEL,
in der Elementsteifigkeitsmatrix und Knotenlastvektor definiert werden müssen. Für die Si-
mulation rotationssymmetrischer Probleme (RSZ) und für den ebenen Verzerrungszustand
(EVZ) wurde jeweils ein zweidimensionales Element entwickelt.
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Abbildung 3.1: 8-Knoten-Element mit zusätzlichen
Freiheitsgraden an den Eckknoten

i ξi ηi
1 −1 −1
2 +1 −1
3 +1 +1
4 −1 +1
5 0 −1
6 +1 0
7 0 +1
8 −1 0

Tabelle 3.1: Lage der Knoten im
Rechteckelement

DieForm- und

Verschie-

bungsansatz,

Nichtlokale

Erweiterung

Diskretisierung im Zweidimensionalen erfolgt durch erweitert-isoparametrische 8-Knoten-
Rechteckelemente des Serendipity1-Typs. Zusätzlich zu den zwei Verschiebungsfreiheitsgra-
den sind die vier Eckknoten des Elements jeweils um einen zusätzlichen Freiheitsgrad für
die nichtlokale volumetrische plastische Verzerrung angereichert (Abbildung 3.1). Insgesamt
enthalten die Vektoren der Freiheitsgrade û und ̂̄εp somit 20 Werte

û =
[
û
T
1 û

T
2 . . . û

T
8

]T
=
[
u
(1)
x1 u

(1)
x2 u

(2)
x1 u

(2)
x2 . . . u

(8)
x1 u

(8)
x2

]T
(3.201)

̂̄εp =
[
εp

(1) εp
(2) εp

(3) εp
(4)
]T

(3.202)

pro Element. Eine geschlossene Darstellung der aus Produkten von linearen bzw. quadrati-
schen Lagrange-Polynomen gebildeten Ansatzfunktionen kann nach Einführung der Ele-
mentkoordinaten (Abbildung 3.1)

ξ = ξeξ + ηeη, − 1 ≤ ξ,η ≤ +1 (3.21)

erfolgen [ZT00a], wobei die in Tabelle 3.1 angegebenen Knotenpositionen verwendet wer-
den. Nach dem isoparametrischen Konzept wird zur Darstellung von sowohl Geometrie als
auch Verschiebungsfeld der gleiche, hier quadratische Ansatz f q in den lokalen Koordinaten
ξ,η des Elements verwendet. Die zusätzliche Feldgröße εp wird durch lineare Funktionen f l

approximiert:

f qi = f qi (ξ) =





1
4 (1 + ξξi) (1 + ηηi) (ξξi + ηηi − 1) i = 1,2,3,4
1
2

(
1− ξ2

)
(1 + ηηi) i = 5,7

1
2

(
1− η2

)
(1 + ξξi) i = 6,8

(3.221)

f li = f li (ξ) =
1

4
(1 + ξξi) (1 + ηηi) (3.222)

1Für die Formulierung der Interpolationsfunktionen werden Werte von ausschließlich auf den Elementkanten
liegenden Knoten verwendet [ZT00a].
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x = x (ξ) =

8∑

i=1

f qi (ξ) x̂i (3.231)

u = u (ξ) =

8∑

i=1

f qi (ξ) ûi (3.232)

εp = εp (ξ) =
4∑

i=1

f li (ξ) εpi. (3.233)

Für Element-

matrizen
die in der FEM allgemein übliche Schreibweise werden die Ansatzfunktionen in Ma-

trizendarstellung zusammengestellt

Nu = Nu (ξ) =

[
f q1 0 f q2 0 . . . f q8 0
0 f q1 0 f q2 . . . 0 f q8

]
(3.241)

Nεp = Nεp (ξ) =
[
f l1 f l2 f l3 f l4

]
, (3.242)

wodurch sich die Gleichungen (3.23) durch diskrete Werte an den Elementknoten (Koordi-
naten x̂, Elementfreiheitsgrade û, ̂̄εp) ausdrücken lassen

x = Nux̂ (3.251) u = Nuû (3.252) εp = Nεp̂̄εp. (3.253)

Zur Berechnung der Ableitung in den Koordinaten der Momentankonfiguration wird die
Jabobi-Matrix J� des Elements eingeführt. Diese wird ebenfalls durch den Ansatz (3.231)
diskretisiert ausgedrückt und liefert nach Anwendung der Kettenregel den Zusammenhang
zwischen den partiellen Ableitungen in lokalen und physikalischen Koordinaten.

[
∂
∂ξ
∂
∂η

]
=

[
∂x1

∂ξ
∂x2

∂ξ
∂x1

∂ξ
∂x2

∂η

]

︸ ︷︷ ︸
J�

[
∂

∂x1
∂

∂x2

]
, J� (ξ) =

[
f q1,ξ f q2,ξ . . . f q8,ξ
f q1,η f q2,η . . . f q8,η

]



x̂
T
1

x̂
T
2
...
x̂
T
8


 (3.26)

Die Determinante J� (ξ) der Jabobi-Matrix stellt im Zweidimensionalen den Zusammenhang
zwischen differentiellen Flächenelementen dar. Für die Ableitungen beider Ansatzfunktionen
in den lokalen Elementkoordinaten ergibt sich

[
f qi,x1

f qi,x2

]
= J�

−1

[
f qi,ξ
f qi,η

]
,

[
f li,x1

f li,x2

]
= J�

−1

[
f li,ξ
f li,η

]
. (3.27)

Damit können die linearen Anteile des Verzerrungsinkrements2 und der Gradient der zusätz-
lichen Feldgröße εp kompakt

2Die Linearisierung (3.19) beinhaltet die Vernachlässigung der nichtlinearen Anteile des Verzerrungsinkre-
mentes.

29



3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

δe = Bu δû (3.281) ∇εp = Bεp̂̄εp (3.282)

mit den Matrizen

Bu = Bu (ξ) =
[
Bu

1 Bu
2 . . . Bu

8

]
(3.291)

Bεp = Bεp (ξ) =
[
B

εp
1 B

εp
2 B

εp
3 B

εp
4

]
(3.292)

ausgedrückt werden, wobei sich die Untermatrizen

Bu
i =




f qi,x1
0

0 f qi,x2

f qr 0
f qi,x1

f qi,x2


 , f

q
r =

{
0 EVZ
f
q
i,x1

r
RSZ

(3.301) Bεp =

[
f li,x1

f li,x2

]
(3.302)

für den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) und rotationssymmetrische Probleme (RSZ) mit
dem Radius

r =

8∑

i=1

f qi (ξ) x1
(i) (3.31)

unterscheiden.
LinearisierungSteifigkeits-

matrix,

Knotenlast-

vektor

und Diskretisierung der schwachen Formen (3.15) führen so nach Übergang
auf eine inkrementelle Schreibweise ( δ → ∆) auf das algebraische Gleichungssystem

[
Kuu Kuεp

Kεpu Kεpεp

] [
∆û

∆̂̄εp

]
=

[
fu

f εp

]
(3.32)

für die Inkremente der Elementfreiheitsgrade (∆û und ∆̂̄εp). Die unsymmetrische Element-
steifigkeitsmatrix setzt sich nach numerischer Integration über die Elementfläche Ω aus den
Blockmatrizen

Kuu =

∫

Ω

(
BuT [Dσe]B

u
)
dΩ +

∫

Ω

G (σ) dΩ (3.331)

Kuεp =

∫

Ω

BuT
[
Dσεp

]
Nεp dΩ (3.332)

Kεpu = −
∫

Ω

Nεp
[
Dεpe

]
Bu dΩ (3.333)

Kεpεp =

∫

Ω

(
NεpT

(
1−Dεpεp

)
Nεp + cBεpTBεp

)
dΩ (3.334)

zusammen, die Beiträge

fu =

∫

Γ

NuT{t̂} dΓ−
∫

Ω

BuT{σ} dΩ (3.341)

fεp =

∫

Ω

NεpT
(
εp −Nεp̂̄εp

)
+ cBεpTBεp̂̄εp dΩ. (3.342)
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NGP
�

= 2× 2 NGP
�

= 3× 3
i ξi ηi Hi ξi ηi Hi

1 −1/
√
3 −1/

√
3 1 −

√
3/5 −

√
3/5 25/81

2 +1/
√
3 −1/

√
3 1 +

√
3/5 −

√
3/5 25/81

3 +1/
√
3 +1/

√
3 1 +

√
3/5 +

√
3/5 25/81

4 −1/
√
3 +1/

√
3 1 −

√
3/5 +

√
3/5 25/81

5 0 −
√
3/5 40/81

6 −
√

3/5 0 40/81

7 0 +
√
3/5 40/81

8 −
√

3/5 0 40/81
9 0 0 64/81

Tabelle 3.2: Lage und Wichtung der Integrationspunkte im Rechteckelement

bilden den entsprechenden Lastvektor. In den Gleichungen (3.33) und (3.34) sind {t̂} der
Randspannungsvektor und {σ} der Spannungstensor in Voigt’scher Notation. [Dσe] ,

[
Dσεp

]
,[

Dεpe

]
und Dεpεp enthalten die algorithmischen Ableitungen von Spannung (Dσe, Dσεp) bzw.

lokaler volumetrischer plastischer Verzerrung (Dεpe,Dεpεp). Die Bestimmung dieser Größen3

wird im Abschnitt 3.4.6 beschrieben. Die Größe G in (3.331) berücksichtigt die nichtlinearen
Anteile der Verschiebungs-Verzerrungsbeziehung (siehe A.1.1).

Mit Numerische

Integration
Hilfe des Gauss-Legendre-Verfahrens werden die Gebietsintegrale numerisch be-

rechnet. Für den zweidimensionalen Fall ergibt sich für die Integration einer Größe zunächst
ein Integral in den natürlichen Koordinaten

∫

Ω

f (x) dΩ =

∫

Ω�

f (ξ)J� (ξ) dΩ� =

+1∫

−1

+1∫

−1

f (ξ,η) J� (ξ) dξ dη (3.35)

und schließlich der numerisch effizient auswertbare Ausdruck

∫

Ω

f (x) dΩ ≈
NGP

�∑

n=1

f (ξn,ηn) J� (ξn,ηn)Hn, (3.36)

wobei die in Tabelle 3.2 angegebenen Integrationspunkte (Gausspunkte) NGP
�

und die zu-
gehörigen Gewichte H verwendet werden.

Bei Konvergenz-

kriterien des

gekoppelten

Feldproblems

der globalen Gleichgewichtsiteration zur Lösung von (3.15) müssen für Verschiebung
und zusätzlichen Freiheitsgrad sowie die entsprechenden Lastresiduen getrennte Konvergenz-
kriterien verwendet werden. In Abaqus wird dies im Rahmen einer gekoppelten Spannungs-
Temperatur-Analyse (“fully coupled thermal-stress analysis”) ermöglicht. Dies wird bei Ver-
wendung des implementierten benutzerdefinierten Elementes genutzt, indem der zusätzliche
Freiheitsgrad virtuell als Temperaturfreiheitsgrad an Abaqus übergeben wird und getrennte
Konvergenzkriterien vorgeschrieben werden.

3[Dσe] ,
[

Dσεp

]

und
[

Dεpe

]

sind Matrizen der Dimensionen 4× 4, 1× 4 und 4× 1, Dεpεp ist ein Skalar.
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3.4.3 Inkrementell objektive Integration

Die numerische Integration von konstitutiven Modellen auf Grundlage eines in Abschnitt 2.1.4
eingeführten hypoelastisch-plastischen Materials muss zwingend invariant gegenüber Starrkör-
perbewegungen sein. Diese Forderung führt auf den Begriff der inkrementellen Objektivität
[HW80]. Diese lässt sich prinzipiell durch die Überführung der räumlichen Formulierung in ei-
ne lokale, von einer Starrkörperbewegung unbeeinflussten Konfiguration sicherstellen [SH98].
Hierfür ist neben der konvektiven Beschreibungsweise4 die in dieser Arbeit verwendete Ein-
führung eines mitrotierenden Koordinatensystems zielführend5. Dies hat den Vorteil, dass die
eigentliche zeitliche Integration des Materialgesetz mit Standardverfahren in der mitrotierten
Konfiguration ausgeführt werden kann.

EinMitrotierte

Konfiguration
beliebiger Tensor T in mitrotierter Konfiguration wird mit

T̃ (ζ) = R
T (ζ) · T (ζ) ·R (ζ) (3.37)

ausgedrückt. Ein orthogonaler Rotationstensor kann durch das Anfangswertproblem

Ṙ (ζ) = A (ζ) ·R (ζ) , (3.38a)

R (t) = I (3.38b)

definiert werden. Damit ist die Orthogonalität des Rotationstensors R zu jedem Zeitpunkt
t ≤ ζ < t+ durch jeden antimetrischen Tensor A = −AT gegeben:

[
R (ζ) ·RT (ζ)

]•
= İ = 0 = Ṙ (ζ) ·RT (ζ)︸ ︷︷ ︸

A

+
(
Ṙ (ζ) ·RT (ζ)

)T
. (3.39)

Für die materielle Zeitableitung des mitrotierten Tensors ergibt sich damit

˙̃
T (ζ) = R

T ·
[
Ṫ + T ·A−A · T

]
·R = R

T ·
∗
T ·R, (3.40)

wobei
∗
T eine objektive Rate bezüglich der mit R rotierten Konfiguration ist. So ergibt sich

beispielsweise bei Wahl des Spintensors für A

A = w (3.41)

die Jaumann-Rate (2.26) des rotierten Cauchy’schen Spannungstensors

˙̃σ = R
T · [σ̇ + σ ·w −w · σ] ·R = R

T · ▽

σ
J ·R. (3.42)

FürFestlegung des

Rotations-

tensors

die bei der inkrementellen Formulierung der FEM vorliegende Bewegung zwischen den
Konfigurationen zu den Zeitpunkten t und t+ (t ≤ t+) lässt sich ein relativer Deformations-
gradient

F r

(
t+
)
= F

(
t+
)
· F−1 (t) = Rr

(
t+
)
·Ur

(
t+
)

(3.43)

4u.a. Ber80; Ber86a; Ber86b; Sim+88.
5u.a. Bra+86a; Bra+86b; FS99; HDJ92; HW80; Nag82; NR88; Sei+07; Ses95; SH98; SM08; Web+90.
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und dessen polare Zerlegung in die relativen Rotations- und rechten Strecktensoren angeben.
Nach dem von Weber u. a. [Web+90] vorgeschlagenen Algorithmus wird der orthogonale
Rotationstensor mit der Wahl

R
(
t+
)
= Rr

(
t+
)

(3.441)

A = w (3.442)

durch das Anfangswertproblem

Ṙr = w ·Rr (3.451)

Rr (t) = I, (3.452)

definiert. Entsprechend (3.45), enthält die Rate des transformierten Cauchy’schen Span-
nungstensors

σ̃ = Rr
T · σ ·Rr (3.46)

somit nur noch materielle Zeitableitungen

˙̃σ = Rr
T · ▽

σ
J ·Rr. (3.47)

Wie in [Web+90] gezeigt wird, ist der Integrationsalgorithmus

σ̃
(
t+
)
= Rr

T · σ
(
t+
)
·Rr = σ (t) + ∆σ

(
∆Ẽ

)
(3.48)

absolut inkrementell objektiv, wenn der Deformationspfad zwischen t und t+ invariant be-
züglich einer überlagerten Starrkörperbewegung ist. Dies Verzerrungs-

inkrement
wird durch die Verwendung eines

Verzerrungsmaßes

∆Ẽ = lnUr (3.49)

sichergestellt, welches allein durch den relativen Rechts-Cauchy-Green- Strecktensor Ur

definiert ist. Dabei ist ein mit (3.46) definierter Spannungstensor für moderate Dehnungen
das zu ∆Ẽ arbeitskonjugierte Spannungsmaß [Hil68; Ric+74], wodurch (3.48) einer inkre-
mentellen Formulierung [Bio65] eines hypoelastischen Materials (2.49) entspricht. Wie von
Braudel u. a. [Bra+86b] gezeigt, minimiert die Verwendung des logarithmischen Verzerrungs-
inkrements ∆Ẽ eine Vergleichsdehnung für die Bewegung zwischen den Konfigurationen.
Das logarithmische Verzerrungsinkrement (3.49) wurde vor Weber u. a. [Web+90] bereits
von anderen Autoren [Bra+86b; GA94; NR88] im Zusammenhang inkrementell objektiver
Algorithmen verwendet.

Inkrementeller Verzerrungstensor Ur und relativer Rotationstensor werden durch polare
Zerlegung des relativen Deformationsgradienten bestimmt, wobei nach einem in [SH98] be-
schriebenen Verfahren vorgegangen wird. Für die hierfür notwendige Eigenwertzerlegung des
relativen Rechts-Cauchy-Green-Deformationstensors Ur wird die in Abaqus bereitgestell-
te Routine SPRIND verwendet.

Der hier implementierte inkrementell objektive Algorithmus unterscheidet sich wesentlich
von dem in Abaqus verwendeten (modifizierten [SH98; SM08]) Algorithmus nach Hughes
und Winget [HW80]. Dieser ist nur für kleine Zeitinkremente objektiv, während das hier
implementierte Verfahren bedingungslos inkrementell objektiv ist [Ses95; SM08; Web+90].
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3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

3.4.4 Numerische Integration der Materialgleichungen

Für die Zeitintegration (3.48) wird ein Euler–Rückwärts-Algorithmus verwendet, welcher
auf dem von Aravas [Ara87] beschriebenen Verfahren für die Integration bei druckabhängiger
Plastizität basiert. Mit Hilfe der Normalen auf der Fließfläche

N =
3

2

σD

q
(3.50)

werden zunächst Spannungstensor und der plastische Anteil des Deformationsgeschwindig-
keitstensors (2.54) vorteilhaft in

σ = −pI +
2

3
qN (3.511)

dpl =
1

3
ε̇pI + ε̇qN (3.512)

zerlegt. Somit kann plastisches Fließen durch zwei skalare Größen

ε̇p = −λpl∂F
∂p

(3.52)

ε̇q = λpl
∂F
∂q

, (3.53)

dargestellt werden, die den volumetrischen bzw. deviatorischen Anteil der plastischen Dehn-
rate beschreiben.

Bei Aufruf des User-Elements liegen Spannungszustand und innere Variablen des letzten
konvergierten Zeitpunkts t vor. Aus dem relativen Verzerrungsinkrement wird nun ein Schätz-
wert σ̃trial des neuen Spannungszustands ermittelt. Außerdem wird das durch das Inkrement
des nichtlokalen volumetrischen plastischen Verzerrungsanteils bedingte Hohlraumwachstum
f trial entsprechend (3.10) berechnet:

σ̃trial = σ (t) + C
el : ∆Ẽ (3.541)

f trial = f (t) + (1− f (t))∆εp. (3.542)

Verursacht der neue Spannungszustand nach (2.62) plastische Deformationen, wird das fol-
gende nichtlineare Gleichungssystem

0 = F (p,q,εm,f) (3.551)

0 = ∆εp
∂F
∂q

+∆εq
∂F
∂p

(3.552)

∆εm =
−∆εpp+∆εqq

(1− f)σm(εm)
(3.553)

∆f = A(εm)∆εm (3.554)

p = ptrial +K∆εp (3.555)

q = qtrial − 3G∆εq (3.556)

f = f trial +∆f (3.557)

εm = εm (t) + ∆εm (3.558)
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3.4 FEM Implementierung

gelöst, wobei die primären Unbekannten ∆εp und ∆εq mittels eines Newton-Verfahrens6

bestimmt werden. Nach Konvergenz des Newton-Verfahrens werden Spannung und lokale
volumetrische plastische Verzerrung aktualisiert

σ̃
(
t+
)
= −pI +

2

3
qN (3.561)

εp
(
t+
)
= εp (t) + ∆εp. (3.562)

Schließlich muss der aktualisierte Spannungstensor noch in die Momentankonfiguration zu-
rückrotiert werden

σ
(
t+
)
= Rr · σ̃

(
t+
)
·Rr

T. (3.57)

Zur Approximation

der

Fließkurven

Approximation der Fließkurven des Matrixmaterial wird ein modifizierter fünfpara-
metriger Ansatz nach Voce verwendet.

σm(εm) =





σ1 0 ≤ εm ≤ εL
σ1 + σ2(εm − εL)

+ (σ3 − σ2 − σ1)(1 − e−k(εm−εL))
εL < εm

(3.58)

Die Herleitung der Näherungen (3.441) und (3.49) [Bra+86b; Web+90] erfolgt unter der
Annahme, dass sich bei der Bewegung zwischen t und t+ die Hauptachsen des relativen
rechten Strecktensors Ur nicht ändern. Es wird also vorausgesetzt, dass die durch (3.441) be-
schriebene inkrementelle Drehung in guter Näherung der Rotation des betrachteten Teilchens
entspricht. Für Abschätzung

des zulässigen

Zeitinkrements

Fälle, für die diese Annahme nicht gilt, wird in [Bra+86b] eine obere zulässige
Größe des Zeitinkrements angegeben, wodurch der Integrationsfehler klein gehalten werden
kann. In dieser Arbeit wurde ein Kriterium zur Abschätzung der zulässigen Schrittweite ent-
sprechend [Bra+86b] implementiert. Demnach wird die Berechnung für einen Zeitschritt der
Größe ∆t und dem Verzerrungsinkrement ∆Ẽ verworfen7 und ein neues Inkrement mit

∆tn =
Rc

R
∆t (3.59)

gestartet, falls R > 1,05Rc. Die Größe R ist das Verhältnis der betragsmäßig größten Kom-
ponente des Verzerrungsinkrements zu einer Fließdehnung

R =
max(∆Ẽ)

ε0Y
, ε0Y =

σ1
E
, (3.60)

wobei σ1 die Anfangsfließspannung des Materials ist. In [Bra+86b] werden Werte Rc ≤ 20
vorgeschlagen. Gleichung (3.59) lässt sich auch zur automatischen Schrittweitenanpassung
verwenden.

6siehe A.1.2
7Von dem in Abaqus Kontinuumselementen verwendeten Integrationsalgorithmus werden bei Überschreiten

von R > 50 ebenfalls Warnungen ausgegeben, eine Reduzierung des Zeitschrittes erfolgt jedoch nicht.

35



3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

3.4.5 Behandlung von Materialversagen

Infolge von Hohlraumwachstum und -neuentstehung verkleinert sich die Fließfläche (2.62),
Materialversagen aufgrund duktiler Schädigung tritt bei f = ff auf. Dies lässt sich am
Grenzfall f → ff veranschaulichen: Jeder von Null verschiedene Spannungszustand (q 6=
0, p 6= 0) führt am Materialpunkt zur Verletzung der Fließbedingung

F =

(
q

σm

)2

+ 2cosh

(
−3

2
q2

p

σm

)
− (1 + 1) ≤ 0 (3.61)

und damit zu einem unzulässigen Zustand. F = 0 wird lediglich durch

lim
f→ff

σ = 0 bzw. lim
f→ff

p = lim
f→ff

q = 0 (3.62)

erfüllt, d.h. für den vollständigen Tragfähigkeitsverlust des Materials.
DieNumerische

Umsetzung
im Abschnitt 3.4.4 beschriebene Vorgehensweise zur Integration des Stoffgesetzes wird

nur an intakten Gauss-Punkten durchgeführt. Ausgefallene Integrationspunkte, d.h. Gauss-
Punkte, an denen zu einem vorherigen Zeitpunkt tf Materialausfall auftrat, werden gesondert
behandelt:

f
(
t+
)
= f

(
tf
)
= ff (3.631)

εm
(
t+
)
= εm

(
tf
)

(3.632)

σ̃
(
t+
)
= σ̃

(
tf
)
= 0 (3.633)

εp
(
t+
)
= εp

(
tf
)
. (3.634)

Somit werden die inneren Variablen f , εm nicht mehr geändert und unabhängig vom Ver-
zerrungsinkrement ein nullwertiger Spannungstensor übergeben. Weiterhin bleibt die lokale
volumetrische plastische Verzerrung konstant, was thermodynamisch konsistent ist.

3.4.6 Linearisierungsmodul

Für die quadratische Konvergenz des globalen Newton-Verfahrens zur Lösung des Glei-
chungssystems (3.32) werden zunächst die algorithmischen Tangentenmoduli ermittelt. Hier-
bei wird eine von Zhang [Zha95] vorgeschlagene Methode verwendet, bei der keine rechen-
intensiven Invertierungen von Matrizen ausgeführt werden müssen. Nach Einführung eines
Tensors 4. Stufe

Z = 2G
q

qtrial
I(4) +

(
K − 2G

3

q

qtrial

)
II +

4G2

qtrial
NN∆εq (3.64)

lässt sich der Spannungszuwachs unter Ausnutzung von (3.51) als

dσ̃ = Z : d∆Ẽ − IK d∆εp − 2GN d∆εq (3.65)
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3.5 Verifikationsrechnungen

ausdrücken. In Analogie zu Gleichung (5.26) aus [Zha95] führt die Linearisierung von (3.551,
3.552) auf das Gleichungssystem

A11 d∆εp +A12 d∆εq + E1 d∆εp = [B11I +B12N ] : dσ̃ (3.661)

A21 d∆εp +A22 d∆εq + E2 d∆εp = [B21I +B22N ] : dσ̃. (3.662)

Hierbei werden die im Vergleich zu [Zha95] zusätzlichen Konstanten E1,E2 eingeführt, da
das Hohlraumwachstum der nichtlokalen Modifikation des GTN-Modells von ∆εp abhängt
(3.542). Umordnen von (3.66) und Rücksubstitution von

d∆εp = (C11I + C12N ) : Z : d∆Ẽ + F1 d∆εp (3.671)

d∆εq = (C21I + C22N ) : Z : d∆Ẽ + F2 d∆εp (3.672)

in (3.65) ergibt

dσ̃ = Ha : d∆Ẽ +Ga d∆εp (3.681)

d∆εp = H̃a : d∆Ẽ + g̃a d∆εp (3.682)

mit den algorithmischen Tangentenmoduli Ha,Ga, H̃a und g̃a

Ha = d0I
(4) + d1II + d2NN + d3IN + d4NI (3.691)

Ga = g0I + g1N (3.692)

H̃a = d̃0I + d̃1N (3.693)

g̃a = F1. (3.694)

Anschließend werden die algorithmischen Moduli in die Referenzkonfiguration rotiert und in
Voigt’sche Notation umgeschrieben

[Dσe] =
[
Rr ·Rr ·Ha ·Rr

T ·Rr
T
]

(3.701)[
Dσεp

]
=
[
Rr ·Ga ·Rr

T
]

(3.702)
[
Dεpe

]
=
[
Rr · H̃a ·Rr

T
]

(3.703)

Dεpεp = g̃a. (3.704)

Die so gebildeten konsistenten Tangentenmoduli können in (3.33) eingesetzt werden. Die in
den Gleichungen (3.66-3.69) verwendeten Konstanten sind in A.1.3 angegeben.

3.5 Verifikationsrechnungen

3.5.1 Elementverifikation

Die Überprüfung der entwickelten Elemente, d.h. die diskretisierte Formulierung der schwa-
chen Formen (3.15) unter Berücksichtigung großer Deformationen und Rotationen, erfolgt
durch Testrechnungen mit einem Element (Kantenlängen b=h=1 mm, Abbildung 3.2) für
einfache Lastfälle mit homogenen Verzerrungszuständen.
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3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

h

b
(a) einfacher Schub

h

b

∆u∆u∆u

(b) Zugstab

Abbildung 3.2: Ein-Element-Patchtests zur Elementverifikation

Am BeispielEinfacher

Schub
des einfachen Schubs für ein elastisch-idealplastisches Material ohne duktile

Schädigung (Tabelle 3.3) findet die Überprüfung der Integration des Stoffgesetzes für den
ebenen Verzerrungszustand statt. An allen Knoten des finiten Elements werden die Verschie-
bungen entsprechend (2.4) für den Deformationszustand

F γ =



1 γ̇t 0
0 1 0
0 0 1


 (3.71)

mit γ̇ = 0,2 und der dimensionslosen Zeit t = [0, 1] in Zeitschritten ∆t = 0,1 vorgeschrieben
(Abbildung 3.2(a)). Für die in Tabelle 3.3 angegeben Materialparameter wird der Span-
nungszustand im Wesentlichen durch die Fließspannung des Materials bestimmt [Web+90].
Abbildung 3.3(a) zeigt die mit dem entwickelten User-Element (UEL) und einem Abaqus-
Standardelement (CPE8) berechneten Komponenten des Spannungstensors σ12 und σ11 im
Vergleich zu der in [Web+90] angegebenen analytischen Lösung.

ZurEinfacher

Schub,

überlagerte

Rotation

Überprüfung der Objektivität des implementierten Integrationsalgorithmus wird der
Deformation (3.71) eine Starrkörperrotation

x = Q · (X+ F γ ·X) , Q =




cos Θ̇t sin Θ̇t 0

− sin Θ̇t cos Θ̇t 0
0 0 1


 (3.72)

mit Θ̇ = 2π überlagert. Wie für den einfachen Schub werden die Knotenverschiebungen
in Zeitschritten ∆t = 0,1 (t = [0, 1]) vorgegeben. Abbildung 3.3(b) zeigt die berechneten
Lösungen

σ∗ = QT · σ ·Q (3.73)

bezüglich des um den Winkel Θ̇t rotierten Koordinatensystems für diesen Testfall. Der
von [Web+90] vorgeschlagene und im User-Element (UEL) implementierte Algorithmus lie-
fert sehr gut mit der analytischen Lösung übereinstimmende Ergebnisse, während die mit
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3.5 Verifikationsrechnungen

Abaqus-Standardelementen (CPE8, Algorithmus nach [HW80]) berechneten Spannungen
selbst für kleinere Zeitinkremente (∆t = 0,05, Θ̇ = π, γ̇ = 0,1) noch stark abweichen.

Von verschiedenen Autoren8 wird Einfacher

Schub,

überlagerte

Rotation,

große

Deformationen

auf Probleme hingewiesen, die bei Anwendung hypo-
elastisch-plastischer Materialformulierungen zur Modellierung großer Deformationen entste-
hen. Abhängig vom Integrationsalgorithmus und der verwendeten Spannungsrate können
beispielsweise im Fall des einfachen Schubs Oszillationen in der berechneten Schubspannung
und hohe Normalspannungen auftreten.

Zur Überprüfung des in dieser Arbeit implementierten Integrationsalgorithmus wurde der
Testfall des einfachen Schubs für die Deformationen (3.71) und (3.72) zusätzlich für die Werte
Θ̇ = 2π, γ̇ = 4, t = [0, 1] und ein linear isotrop verfestigendes Material (Tabelle 3.4) berechnet.
Abbildung 3.4(a) zeigt die für den reinen Schub (3.71) in Zeitschritten ∆t = 0,1 berechneten
Lösungen für das User-Element (UEL) im Vergleich zu den mit Abaqus-Standardelementen
(CPE8) erhaltenen Werten. Als Referenzlösung dienen die mit ∆t = 1 · 10−4 und Abaqus-
CPE8-Elementen bestimmten Spannungen. Während die mit Abaqus-Standardelementen
berechneten Spannungen schon für sehr große Schrittweiten sehr genau mit der Referenzlö-
sung übereinstimmen, weichen die mit dem entwickelten Element erzielten Ergebnisse stark
ab, besonders die ermittelten Normalspannungen sind für große Scherwinkel sehr groß. Grund
hierfür ist die für den Integrationsalgorithmus und das logarithmische Verzerrungsinkrement
(3.49) deutlich zu große Zeitinkrement (siehe auch Abschnitt 3.4.4, Abschätzung des zuläs-
sigen Zeitinkrements). Wird diese entsprechend (3.59) verringert, so ergeben sich deutlich
genauere Spannungen. In Abbildung 3.4(b) sind die Ergebnisse für die überlagerte Rota-
tion (3.72) dargestellt. Die mit dem benutzerdefinierten Element berechneten Spannungen
stimmen mit denen des unrotierten Schubs (Abbildung 3.4(a)) überein, was die Objektivität
des verwendeten Integrationsalgorithmus erneut bestätigt. Bei Verwendung kleinerer Zeitin-
kremente nähern sich die berechneten Spannungsverläufe, insbesondere die Normalspannung
σ11, schneller an die Referenzlösung an, als dies für Abaqus-Standardelemente (CPE8) der
Fall ist.

Am Beispiel eines einfachen ZugstabZugstabes findet die Überprüfung der Implementierung des
Schädigungsmodells für beide Elementtypen (rotationssymmetrische Formulierung und ebe-
ner Verzerrungszustand) statt. An den Knoten des finiten Elements werden die Verschie-
bungen entsprechend 3.2(b) vorgegeben, d.h. am linken Rand sind die Verschiebungen in
x1-Richtung, am unteren Rand in x2-Richtung unterbunden, am oberen Rand wird eine
Verschiebung ∆u in x2-Richtung inkrementell aufgebracht. Die Berechnungen werden für
elastisch-idealplastisches Material mit Hohlraumneuentstehung und recht hohem Anfangs-
hohlraumvolumenanteil f0 ohne (Tabelle 3.5) und mit beschleunigtem Hohlraumwachstum
(Tabelle 3.6) durchgeführt.

Abbildungen 3.5 und 3.6 zeigen die mit dem Element für den ebenen Verzerrungszustand
(Abbildung 3.5) und rotationssymmetrische Probleme (Abbildung 3.6) ermittelten Werte. Als
Referenz dienen die mit der lokalen Formulierung des GTN-Modells in Abaqus bzw. in einer
UMAT [Ber+99a; Mü+98] berechneten Ergebnisse, in der im Gegensatz zum Schädigungsmo-
dell in Abaqus Standard auch Hohlraumkoaleszenz beschrieben werden kann. Die mit dem
benutzerdefinierten Element ermittelten Größen stimmen sehr gut mit den Referenzwerten
überein.

8u.a. Atl84; Mos84; Reu03; Ses95; Web+90.
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3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

E
GPa ν σ1

MPa
σ2

MPa
σ3

MPa k εL

210 0,3 500 0 0 0 0

f0 fn fc ff εn sn q1 q2 q3
√
c

mm

0 0 0,05 1
q1

0,3 0,1 1,5 1,0 2,25 1

Tabelle 3.3: Materialparameter elastisch-idealplastisch

E
GPa ν σ1

MPa
σ2

MPa
σ3

MPa k εL

210 0,3 500 1000 1500 0 0

f0 fn fc ff εn sn q1 q2 q3
√
c

mm

0 0 0,05 1
q1

0,3 0,1 1,5 1,0 2,25 1

Tabelle 3.4: Materialparameter elastisch-linear isotrop verfestigend

E
GPa ν σ1

MPa
σ2

MPa
σ3

MPa k εL

210 0,3 500 0 0 0 0

f0 fn fc ff εn sn q1 q2 q3
√
c

mm

0,02 0,02 0,05 1
q1

0,3 0,1 1,5 1,0 2,25 1

Tabelle 3.5: Materialparameter duktile Schädigung

E
GPa ν σ1

MPa
σ2

MPa
σ3

MPa k εL

210 0,3 500 0 0 0 0

f0 fn fc ff εn sn q1 q2 q3
√
c

mm

0,02 0,02 0,05 0,2 0,3 0,1 1,5 1,0 2,25 1

Tabelle 3.6: Materialparameter duktile Schädigung, Hohlraumkoaleszenz
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Abbildung 3.3: Berechnete Spannungen für den Testfall einfacher Schub, elastisch-idealplastisch (In-
tegrationspunkt 1, Materialparameter Tabelle 3.3).
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Abbildung 3.4: Berechnete Spannungen für den Testfall einfacher Schub, elastisch-isotrop verfesti-
gend, große Deformationen (Integrationspunkt 1, Materialparameter Tabelle 3.4).
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Abbildung 3.5: Testfall Zug, ebener Verzerrungszustand, elastisch-idealplastisch, duktile Schädigung
(Integrationspunkt 1, Materialparameter Tabelle 3.5 bzw. Tabelle 3.6).
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Abbildung 3.6: Testfall Zug, rotationssymmetrischer Spannungszustand, elastisch-idealplastisch, duk-
tile Schädigung (Integrationspunkt 1, Materialparameter Tabelle 3.5 bzw. Tabelle
3.6).
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3.5.2 Verifikation des nichtlokalen GTN-Modells

Anhand der Simulation eines Bruchmechanikversuches werden das Regularisierungsverhalten
des implementierten nichtlokalen Schädigungsmodells und der Einfluss des Längenparameters√
c auf die bestimmte Bruchzähigkeit untersucht.
Für die

Bruchmechanik-

versuch,

CT-Probe

Berechnungen wurde die Geometrie einer Compact-Tension-Probe (CT) mit den
Abmessungen W =50 mm und a0 =0,57W (Abbildung 3.7) gewählt. Aufgrund der Symmetrie
wird nur eine Hälfte der Probe modelliert, die Knotenverschiebungen senkrecht zur Symme-
trieebene sind entlang des Ligaments unterbunden. Für seitengekerbte CT-Proben kann der
ebene Verzerrungszustand angenommen werden, die Ergebnisse sind auf eine effektive Dicke
BN =20 mm bezogen. Für den Bereich um die Rissspitze und entlang des Ligaments werden
unterschiedlich feine Diskretisierungen gewählt, wobei quadratische Elemente mit Kanten-
längen zwischen bE =0,1 mm für das gröbste und bE =0,00625 mm für das feinste FE-Netz
verwendet werden. Risswachstum ∆a ist in dieser Arbeit als kontinuierliche Größe mit

∆a =

W−a0∫

0

f∗ − f0
fu − f0

dx (3.74)

definiert, wobei x sich auf die Ausgangkonfiguration bezieht. Für die CT-Probe wird das
J-Integral entsprechend

J =
ηgU

BN (W − (a0 +∆a))
(3.75)

bestimmt [BP87]. In (3.75) sind ηg = 2+0,522(1− (a0+∆a)/W) ein Geometriefaktor und U
die Fläche unter der numerisch bestimmten Kraft-Verschiebungs-Kurve. Die zur Berechnung
gewählten Schädigungsparameter (Tabelle 3.7) sind für die in dieser Arbeit untersuchten
Stähle charakteristisch [Abe04; AK06]. Die Fließkurve des Matrixmaterials wurde bei Raum-
temperatur bestimmt [Lin+08b; Lin+08c]. Die innere Länge

√
c wurde systematisch variiert.

Die Kraft-

Verschiebungs-

Kurven

mit dem nichtlokalen Modell berechneten Kraft-Verschiebungs-Kurven verschiedener
FE-Netze konvergieren gegen eine einzelne Kurve (Abbildung 3.8). Für ausreichend feine
Vernetzungen verändern sich die zu einem bestimmten Risswachstum gehörigen Kraft- und
Verschiebungswerte nicht, wenn die Diskretisierungsfeinheit erhöht wird. Im Vergleich dazu
werden vom lokalen Modell für feinere Vernetzungen kleinere Kraft- und Verschiebungswerte
ermittelt (Abbildung 3.8).

Für Schädigungs-

entwicklung
das nichtlokale Modell findet die Schädigungsentwicklung in einem durch die innere

Länge
√
c charakterisierten Bereich und nicht ausschließlich in einer durch die Diskretisie-

rung bestimmte Zone vor der Rissspitze statt (Abbildung 3.9). Die Schädigungsverteilung im
Bereich der Rissspitze ist detailliert in Abbildung 3.10(a) dargestellt. Um die Schädigungs-
entwicklung darzustellen, enthält die Abbildung Kurven für ein Risswachstum ∆a=0,05 mm
und ∆a ≈ 3,5

√
c. Bei letzterem tritt erstmalig Materialversagen auf. Das Schädigungsma-

ximum verlagert sich während der Belastung in Rissfortschrittsrichtung (Abbildung 3.10(a),
rechts). Mit dem Rissfortschritt ist die Verschiebung des Spannungsmaximums verbunden
(Abbildung 3.10(b)), was auch in [Nei+10] beobachtet wurde.

Im Material-

versagen
Gegensatz zum lokalen Modell findet Materialversagen zunächst nicht unmittelbar an,

sondern etwa 2
√
c vor der Rissspitze statt. Nach Erreichen von ff an diesem Punkt brei-

tet sich Schädigung beidseitig in Richtung Rissspitze und in Rissfortschrittsrichtung aus,
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3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

dabei relaxieren die in diesem Bereich übertragenen Spannungen (Abbildung 3.10(b)). Mit
dem Ausfall von Elementen durch Materialversagen sind numerische Probleme bezüglich der
Konvergenz des globalen Newton-Verfahrens bei Verwendung sehr feiner Vernetzungen ver-
bunden, welche auf zwei Ursachen zurückzuführen sind. Zum einen werden die bisher nicht
ausgefallenen Elemente direkt neben der Rissspitze sehr stark verzerrt. Zum anderen wird
das Inkrement der lokalen volumetrischen plastischen Verzerrung εp, welches als Quellterm
in (3.12) auftritt, in dieser Arbeit nach Materialversagen zu null gesetzt (3.634). Damit bleibt
der lokale Term in (3.342) für alle nachfolgenden Iterationen konstant. Während das Gleich-
gewicht (2.32) bei Materialversagen erfüllt wird (3.633), gilt dies für (3.12) bzw. die schwache
Form (3.152) nicht zwangsläufig. In Abbildung 3.10(b) wird gezeigt, dass für Diskretisierun-
gen mit

√
c ≤ bE keine netzunabhängige Lösung erwartet werden kann, da hier wie beim

lokalen Modell die Schädigung innerhalb eines Elements lokalisiert. Erst für
√
c > bE breitet

sich Hohlraumwachstum über mehrere Elemente aus.
Abbildung 3.11Risswider-

standskurven
zeigt die berechneten Risswiderstandskurven für die CT-Probe unter Ver-

wendung der in Tabelle 3.7 angegebenen Materialparameter. Zum Vergleich sind in 3.11(a)
den Kurven für die Längenparameter

√
c =0,05 mm und

√
c =0,1 mm die mit dem lokalen

Modell (
√
c =0) ermittelten Werte gegenübergestellt. Der Einfluss der Diskretisierung auf

die Risswiderstandskurven für das lokale Modell ist deutlich zu erkennen: Da Schädigung
in einer Elementreihe lokalisiert (vergl. Abbildung 3.9), konvergieren die Kurven für feinere
Netze nicht gegen eine eindeutige Lösung, für kleinere Elementkantenlängen bE werden nied-
rigere Bruchzähigkeiten bestimmt. Bei Verwendung des nichtlokalen Modells mit

√
c =0,1

mm decken sich die Risswiderstandskurven für die Netze mit bE =0,025 mm, 0,0125 mm and
0,00625 mm, für

√
c =0,05 mm konvergieren die Lösungen für bE <0,0125 mm. Damit lässt

sich eine obere Schranke für die zu verwendenden Elementkantenlängen mit

bE ≤
√
c

4
(3.76)

angeben. Betrachtet man
√
c als eine charakteristische Länge eines Materials, so gibt (3.76)

die Elementkantenlänge vor, unterhalb der sich die Ergebnisse für ein konstantes
√
c nicht

mehr ändern. Der Einfluss der inneren Länge
√
c auf die numerisch bestimmten Risswider-

standskurven ist in Abbildung 3.11(b) dargestellt. Für größere Längenparameter
√
c wird

mehr Energie für den gleichen Rissfortschritt benötigt. Zum Vergleich enthält die Abbildung
mit verschiedenen Bruchmechanikversuchen experimentell ermittelte Werte [Sam+08].
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3.5 Verifikationsrechnungen

W

a0

0
,6
W

uLL, F

Abbildung 3.7: FE-Modell der seitgekerbten CT-Probe.

E
GPa ν σ1

MPa
σ2

MPa
σ3

MPa k εL

210 0,3 494 200 900 18,4 0,01

f0 fn fc ff εn sn q1 q2 q3
√
c

mm

1,78·10−4 0,015 0,05 0,2 0,15 0,05 1,5 1,0 2,25 0,01. . .1

Tabelle 3.7: Materialparameter CT-Probe
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Abbildung 3.8: Kraft-Verschiebungs-Kurven der CT-Probe für das lokale (gepunktet) und das nicht-
lokale Model (volle Linien,

√
c =0,06 mm). Die Symbole entsprechen einem Risswachs-

tum von ∆a ≈ 0,2 mm.
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3 Nichtlokale Schädigungsmodellierung

Abbildung 3.9: Schädigungsverteilung vor der Rissspitze für ein Risswachstum von ∆a ≈ 0,2 mm
(Von oben nach unten: bE =0,1 mm, 0,05 mm, 0,025 mm, 0,0125 mm, 0,00625 mm.
Links: lokales GTN-Modell, rechts: nichtlokal,

√
c =0,06 mm. In den rot dargestellten

Bereichen ist f >fc).
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(a) Schädigungsverteilung senkrecht zum (links) und entlang (rechts) des Ligaments (Ele-
mentkantenlänge bE =0,00625 mm). Kurven gleichen Linientyps stellen die Entwicklung
der Schädigung dar.
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(b) Spannungsverteilung (oben) und Schädigungsverteilung (unten) am Ligament für zwei
FE-Netze (nichtlokal, lc =

√
c =0,06 mm). Gestrichelte Linien: Entwicklung für

√
c < bE

mit „elementweisem“ Ausfall (Materialversagen tritt zuerst im Element unmittelbar vor der
Rissspitze auf), volle Linien: Entwicklung für

√
c > bE. Jede Kurve entspricht der Zunahme

der Risslänge ∆a um 0,05 mm.

Abbildung 3.10: Schädigungs- und Spannungsverteilung am Ligament
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√
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Vergleich experimentell ermittelte Bruchzähigkeiten [Sam+08].

Abbildung 3.11: Risswiderstandskurven für verschiedene Diskretisierungen (oben) bzw. Längenpara-
meter (unten).
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4 Experimentelle Arbeiten

Die im Rahmen dieser Arbeit ausgewerteten experimentellen Daten wurden in dem gemein-
sam mit dem Forschungszentrum Dresden-Rossendorf (FZD) bearbeiteten Forschungsprojekt
(BMWi Fördervorhaben 1501298) aufgenommen. In diesem Abschnitt wird lediglich eine
zum Verständnis notwendige kurze Beschreibung der experimentellen Arbeiten, untersuch-
ten Werkstoffe und Versuchsreihen wiedergegeben, Details zu Versuchsaufbau, -durchführung
und Vorversuchen finden sich in [Lin+08a].

4.1 Small-Punch-Test

Beim Versuchs-

prinzip
Small-Punch-Test1 wird eine auf einer Matrize (Kantenradius RZ) gelagerte Probe

(Dicke s) mit einem kugelförmigen Stempel (Radius RS) zentrisch belastet und somit ähn-
lich wie bei einem Tiefziehversuch vertikal verformt (Abbildung 4.1 links). In großen Teilen
der Probe wird dabei ein mehrachsiger Spannungszustand erreicht. Der Versuch ist besser
als andere Kleinstprobenversuche zur Beschreibung der tatsächlich in Reaktordruckbehäl-
tern während des Betriebes auftretenden Beanspruchungen geeignet. Die im SPT gemessene
Kraft-Verschiebungs-Kurve kann in fünf charakteristische Bereiche eingeteilt werden (Abbil-
dung 4.1 rechts, [Abe04]), welche durch die elastischen, plastischen und bruchmechanischen
Eigenschaften des Probenmaterials bestimmt sind. In der Kraft-Verschiebungs-Kurve sind
somit alle Informationen zur Bestimmung dieser Eigenschaften enthalten.

Zur Optimierung Vorarbeiten

zur Auslegung

des Versuchs-

aufbaus

des Versuchsaufbaus wurden zunächst FE-Berechnungen für Small-Punch-
Apparaturen mit verschiedenen Geometrien (Stempelradius RS, Ziehkantenradius RZ und
Innendurchmesser ∅d, Aufbau mit und ohne Niederhalter) durchgeführt. Die Simulation des
SPT erfolgte mit der FEM-Software Abaqus Standard. Matrize und Stempel sind als star-
re Körper modelliert, alle Freiheitsgrade der Matrize sind ebenso wie die horizontalen und
rotatorischen Bewegungen des Stempels unterbunden. Für die Kontakte zwischen Stempel
und Probe sowie Probe und Matrize wurde in der Simulation ein konstanter Reibwert µR
=0,2 verwendet. Die Kraft-Verschiebungs-Kurve ergibt sich aus der vorgegebenen Stempel-
verschiebung und der dazu berechneten Reaktionskraft in vertikaler Richtung. Kriterien für
die Auswahl der optimalen Geometrie waren Größe des Probenbereiches mit möglichst hoher
1. Hauptspannung bei kleinen Spannungsgradienten und Übereinstimmung der berechneten
Kraft-Verschiebungs-Kurven von 2D-und 3D-Rechnungen, um somit die Rechenzeiten redu-
zieren zu können. Aus den Berechnungen mittels FEM ergaben sich die folgenden optimierten
geometrischen Parameter des Versuchsaufbaus: Stempelradius RS =2 mm, Ziehkantenradius
RZ =0,5 mm, Innendurchmesser ∅d =6,8 mm. Auf die Verwendung eines Niederhalters wurde
verzichtet, um den möglichen Versagensbereich der Probe auf ihr Zentrum einzuschränken.

Im Aufbau des

SPTs für

bestrahlte

Werkstoffe

o.g. Projekt wurde eine Versuchsapparatur für die Benutzung des Small-Punch-Tests
in einer heißen Zelle entwickelt, um bestrahlte Reaktorstähle zu untersuchen. Die entwickelte

1u.a. Abe04; AK03; AK06; Bic+06; Cam+05; Cat+02; Lin+08b; Lin+08c; LK11; Man+81; Mao+91.
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Stempel

∅d RZ

RS Probe (Dicke s)

Matrize

F S,uS
F S

uS

I II III IV V

I elastischer Bereich
II Plasitifizieren
III Verfestigung
IV Entfestigung
V Versagen

Abbildung 4.1: Small-Punch-Test: Prinzip (links) und Kraft-Verschiebungs-Kurve (rechts)

Apparatur wurde zunächst außerhalb mit unbestrahlten Materialien getestet und anschlie-
ßend in eine Universalprüfmaschine in einer heißen Zelle installiert (Abbildung 4.3). Mittels
einer auf flüssigem Stickstoff basierenden Kühlung können Versuche im Temperaturbereich
bis -185◦C durchgeführt werden. Für die Versuche in der Hochlage kann die Prüfeinrichtung
mit Hilfe einer Heizmanschette auf eine Temperatur von 170◦C beheizt werden. Der prinzipi-
elle Aufbau der entwickelten SPT Apparatur ist in Abbildung 4.2 schematisch dargestellt. Sie
besteht aus einer Matrizenaufnahme (7), der gehärteten Matrize (10), der Stempelführung
(6) und dem darin geführten Stempel (8). Durch den Zufluss (4) gelangt der Stickstoff in
den Strömungsraum (5), der die Prüfzelle vollständig umschließt. Die zweiteilige Isolation
(3) und eine Pertinaxplatte (11) dienen als Wärmeisolator. Mit dem Messtaster (2) wird der
Verschiebungsweg der Druckplatte (1) und damit des Stempels gemessen. Die Apparatur ist
mit vier Schrauben auf dem Querhaupt (12) der Prüfmaschine verschraubt. Die Anforderun-
gen der Handhabbarkeit mit Manipulatoren in der heißen Zelle wurden durch die modulare
Bauweise sowie den Verzicht auf Schraubverbindungen umgesetzt.

FürProben-

präparation
die effiziente Präparation der SPT-Proben aus Reststücken von geprüften und aus

ungeprüften Charpy-Proben (Abbildung 4.4) in der heißen Zelle wurde ein geeignetes Ver-
fahren entwickelt, was den speziellen Anforderungen der Handhabung von bestrahltem Mate-
rial genügt. Hierfür wurden zunächst umfangreiche Vorversuche am unbestrahlten Material
durchgeführt [Lin+08a], um Einflüsse der Oberflächengüte, fertigungsbedingter Dickento-
leranzen sowie der Probenform (rund, quadratisch) auf die Kraft-Verschiebungs-Kurve des
SPT zu untersuchen. Mit Hilfe metallografischer Untersuchungen und Rauhigkeitsmessun-
gen wurden verschiedene Fertigungsverfahren verglichen (Abbildung 4.5 und Tabelle 4.1).
Aus den Ergebnissen dieser Untersuchungen wurde die Präparation der SPT-Proben durch
Erodieren mit zwei Nachschnitten für die stempelzugewandte sowie Erodieren und Schleifen
für die stempelabgewandte Probenseite festgelegt. Die quadratische (10x10 mm2) Form der
SPT-Proben wurde gewählt, um das aufwendigere Abdrehen der Reststücke zu vermeiden.
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4.1 Small-Punch-Test

Abbildung 4.2: Schema der entwickelten SPT Apparatur
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4 Experimentelle Arbeiten

Abbildung 4.3: Versuchsaufbau in der heißen Zelle

Abbildung 4.4: SPT Proben im Vergleich zu Charpy-Proben
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4.1 Small-Punch-Test

(a) Erodieren (b) Erodieren mit Nachschnitten

(c) Erodieren und Schleifen (d) Erodieren und Polieren

Abbildung 4.5: Erodierte und polierte Probenoberflächen

Präparationsverfahren Ra/µm Rz/µm

Erodieren durch einfachen Trennschnitt 2 12
Erodieren mit 2 Nachschnitten 0,5 4
Erodieren mit einem Trennschnitt und Schleifen 0,04 0,35
Erodieren mit einem Trennschnitt und Polieren 0,02 0,1

Tabelle 4.1: Abhängigkeit der Oberflächengüte vom Herstellungsverfahren
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4.2 Untersuchte Werkstoffe

Gegenstand der Untersuchungen im Fördervorhaben 1501298 [Lin+08a] waren die beiden
ferritischen Reaktorstähle A533B cl.1 (IAEA JRQ) und A508 cl.3 (IAEA JFL), da beide
Materialien bereits in anderen Projekten des FZD untersucht wurden. Somit standen sowohl
die zur Probenherstellung benötigten Materialmengen als auch Daten aus herkömmlichen
Versuchen, die zur Überprüfung der Ergebnisse des Projekts herangezogen werden konnten,
zur Verfügung.

Die chemischen ZusammensetzungenChemische

Zusammen-

setzungen,

Bestrahlungs-

zustände

beider Werkstoffe sind in Tabelle 4.2 zusammenge-
fasst. Beim RDB-Stahl mit dem Code 3JRQ57 (Japanese Reference Quality) handelt es sich
um den IAEA-Referenzstahl, der prinzipiell dem Stahltyp A533B cl.1 ähnelt, aber durch einen
höheren Kupfergehalt zu einer höheren Versprödungsempfindlichkeit gegenüber Neutronen-
strahlung neigt. Im Vergleich zu JRQ ist der RDB-Stahl 1JFL11 (22NiMoCr3-7 bzw. A508
cl.3) mit seinem geringeren Kupfer- und Phosphorgehalt wesentlich weniger bestrahlungs-
empfindlich. Dieser Stahl wurde auch für RDB deutscher 1300 MW Druckwasserreaktoren
verwendet. Beide Werkstoffe standen im bestrahlten und im unbestrahlten Zustand zur Ver-
fügung. Charpy-Proben der o.g. Stähle wurden in der Kampagne 1987/1988 in hermetisch
verschlossenen Kapseln im WWER-2 Reaktor des KKW Rheinsberg bestrahlt. Dabei handelt
es sich um einen 70 MW Druckwasserreaktor Prototypen sowjetischer Bauart. Die Kühlmit-
teltemperatur betrug am Eintritt 245◦C und am Austritt 261◦C, so dass von einer mittleren
Kühlmitteltemperatur („Bestrahlungstemperatur“ der Proben) von 255◦C ausgegangen wird.
Eine Übersicht über die Bestrahlungszustände wird in Tabelle 4.3 gegeben. Fluenzangaben
beziehen sich auf Neutronenenergien E>1MeV.

DieVersuchsreihen SPT-Versuche mit Proben beider Materialien, sowohl unbestrahlt als auch bestrahlt,
fanden im Temperaturbereich zwischen -185◦C und 70◦C statt und decken somit die Hoch-
und Tieflage sowie den Übergangsbereich der Zähigkeit ab. Insgesamt wurden im Förder-
vorhaben 1501298 [Lin+08a] über 600 SPT-Versuche durchgeführt, darunter etwa 420 an
bestrahlten Proben. Eine Übersicht über die Versuche ist in Tabelle 4.4 dargestellt. Alle Ver-
suche wurden verschiebungsgesteuert mit einer Prüfgeschwindigkeit von 0,5 mm/min durch-
geführt.
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4.2 Untersuchte Werkstoffe

JRQ C Si Mn Cr Mo Ni P Cu V S

Schmelze 0,18 0,24 1,42 0,12 0,51 0,84 0,017 0,14 0,002 0,004
Stück 0,15 0,24 1,20 0,13 0,47 0,81 0,016 0,13 0,004 0,004

JFL C Si Mn Cr Mo Ni P Cu V S

Schmelze 0,17 0,25 1,42 0,16 0,52 0,75 0,004 0,01 0,004 0,002
Stück 0,17 0,27 1,32 0,16 0,50 0,71 0,011 0,02 0,003 0,005

Tabelle 4.2: Chemische Zusammensetzung (Masse-%) nach Schmelz- und Stückanalysen

RDB-Stahl Bestrahlung Fluenz Fne Bezeichnung Position

JRQ niedrig 7,28 RH6 Girl.2, Kann. 7
mittel 54,85 RH7 fern (cf) Kassette IV
hoch 98,18 RH7 nah (cn) Kassette III

JFL niedrig 6,52 RH6 Girl.1, Kann. 8
mittel 51,21 RH7 fern (cf) Kassette II
hoch 86,69 RH7 nah (cn) Kassette I

Tabelle 4.3: Bestrahlungszustände JRQ und JFL (Fne in 1018 Neutronen/cm2 (E>1MeV))

JFL -185◦C -175◦C -150◦C -135◦C -125◦C -105◦C -80◦C 22◦C

Unbestrahlt 6 (S) 13 (S) 11 (S) 4 (Ü) 8 (Ü) 14 (Ü) 10 (D) 4 (D)
RH6 20 (S) 20 (Ü) 5 (D)
RH7 fern 20 (S) 19 (Ü) 5 (D)
RH7 nah 19 (S) 5 (Ü) 5 (D)

JRQ -150◦C -140◦C -120◦C -100◦C -70◦C -50◦C -30◦C 22◦C 70◦C

Unbestrahlt 2 (S) 2 (S) 2 (Ü) 3 (Ü) 5 (D) 5 (D) 5 (D) 5 (D)
RH6 21 (S) 19 (Ü) 20 (D)
RH7 fern 19 (S) 20 (Ü) 9 (D)
RH7 nah 19 (S) 17 (Ü) 12 (D)

Tabelle 4.4: Versuchsreihen (Anzahl durchgeführte Versuche, (S)-Sprödbruch, (Ü)-spröd-duktiler
Bruch, (D)-Zähbruch)
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Die vollständige Beschreibung des Bruchverhaltens der untersuchten ferritischen Reaktorstäh-
le JFL und JRQ in der Hoch- und Tieflage der Zähigkeit sowie im Übergangsbereich erfordert
zunächst die Bestimmung der Parameter der Fließkurve sowie der beiden implementierten
Schädigungsmodelle. Dies erfolgt durch Analyse der gemessenen Kraft-Verschiebungs-Kurven
des Small-Punch-Tests.

Das implementierte nichtlokale Schädigungsmodell verwendet zehn Modellparameter (εn,
fn, sn, fc, ff , q1, q2, q3, f0,

√
c). Weiterhin sind elastische (Elastizitätsmodul E und Querkon-

traktionszahl ν) und die plastisches Fließen und Verfestigung (σ1, σ2, σ3, k, εL) beschreiben-
den Materialparameter notwendig. Zur Berechnung der Sprödbruchwahrscheinlichkeit werden
bei Festlegung des Referenzvolumens V0 zwei Modellparameter benötigt (m, σu). Insgesamt
müssen damit 20 Parameter bekannt sein.

Die Identifikation von Werkstoffkennwerten aus Versuchsdaten ist ein inverses Problem,
das in dieser Arbeit mit Hilfe numerischer Simulationen der Versuche gelöst wird. Eine itera-
tive Optimierungsroutine findet durch den Vergleich von Simulations- und Versuchsergebnis
diejenigen Materialparameter, die den Versuch am besten beschreiben.

5.1 Eingrenzung des Parameterraums

Eine Analyse der Sensitivität der Kraft-Verschiebungs-Kurve des SPT bezüglich der Para-
meter des lokalen GTN-Modells, der Verfestigungsparameter und der elastischen Eigenschaf-
ten des Materials fand in [Abe04] ausführlich statt. Diese Sensitivitäten ändern sich für die
nichtlokale Formulierung des duktilen Schädigungsmodells nicht grundlegend, so dass die
Erkenntnisse der in [Abe04] durchgeführten Parameterstudien für diese Arbeit verwendet
werden können.

Wie in [Abe04] gezeigt, eignet sich der SPT nicht zur Bestimmung des Elastizitätsmoduls
E eines Materials. Die elastischen Deformationen sind sehr klein gegenüber den plastischen,
die Kraft-Verschiebungs-Kurve ist gegenüber der im Rahmen dieser Arbeit zu erwartenden
temperaturbedingten Schwankungen der elastischen Eigenschaften (E, ν) nicht sensitiv. Diese
werden daher als konstant angenommen.

Aus der chemischen Zusammensetzung (Tabelle 4.2) der untersuchten Werkstoffe lassen
sich Anfangshohlraumvolumenanteil f0 und der anfänglich in der Matrix vorhandene Volu-
menteil hohlraumbildender Einschlüsse fn abschätzen [Fra69; Tan+05; Tan+06]. Diese sind
aufgrund der nahezu identischen Zusammensetzung für beide Werkstoffe gleich. Bernauer
u. a. [Ber+99a] empfehlen, die Einflussfaktoren q1, q2 und q3 nicht zu variieren. Hohlraum-
koaleszenz und endgültiges Materialversagen sind durch die Parameter fc und ff festgelegt,
zwischen denen aber eine Abhängigkeit besteht. Da der Hohlraumvolumenanteil bei vollstän-
digem Versagen stark an die Mikrostruktur des Werkstoffs gebunden ist, empfiehlt sich die
Festlegung des Wertes ff und Variation von fc zur Modellanpassung. Dieses Vorgehen wurde
bereits von Abendroth und Kuna [AK03; AK06] erfolgreich angewendet. Der Bereich plasti-

59



5 Parameterbestimmung

scher Verzerrungen, in dem Hohlraumnukleation stattfindet, ist durch den Mittelwert εn und
die Standardabweichung sn gekennzeichnet. Der Einfluss von sn auf die Kraft-Verschiebungs-
Kurve des Small-Punch-Tests ist vernachlässigbar klein [Abe04; AK06], daher wird dieser
Parameter festgelegt.

Mit der inneren Länge
√
c wird die nichtlokale Regularisierung und damit der Umgebungs-

einfluss kontrolliert. Entsprechend sind alle anderen zu identifizierenden Parameter des imple-
mentierten nichtlokalen Schädigungsmodells von dieser Größe abhängig. Im Rahmen dieser
Arbeit wurde

√
c mit 0,1 mm derart gewählt, dass Simulationen des Small-Punch-Tests mit

verschieden feinen Netzen gleiche Kraft-Verschiebungs-Kurven liefern.
Wie vorangehend dargestellt, können einige der 20 Modellparametern für die Parameter-

identifikation konstant gehalten werden (Tabelle 5.1). Die übrigen Parameter sind abhängig
von der Prüftemperatur und/oder dem Bestrahlungszustand. Seebich [See07] zeigt für den
unbestrahlten Stahl 22NiMoCr3-7, dass sämtliche Parameter der von ihm verwendeten Modi-
fikation des duktilen Schädigungsmodells nach Rousselier [Rou87] unabhängig von der Tem-
peratur sind. Margolin und Kostylev [MK99] diskutieren die Veränderung der Hohlraument-
stehung durch die Ausscheidung von Phosphor infolge Bestrahlung. Hohlraumentstehung ist
in großen Temperaturbereichen temperaturunabhängig [Ber81; Sei92]. Einem möglichen Ein-
fluss der Bestrahlung auf die Nukleation von Hohlräumen wird in dieser Arbeit durch die
Variation des Parameter εn Rechnung getragen. Wie in [Tan+06] für einen Werkstoff sehr
ähnlicher chemischer Zusammensetzung vorgeschlagen, wird der Einfluss von Temperatur und
Bestrahlung auf die Koaleszenz von Hohlräumen (fc) vernachlässigt. Auch Bernauer [Ber97]
nimmt diesen Parameter als temperaturunabhängig an. Tabelle 5.2 gibt die in diesem Projekt
angenommenen Abhängigkeiten der Modellparameter an.

Für den geringen Anfangshohlraumvolumenanteil f0 beider untersuchter Werkstoffe wirkt
sich duktile Schädigung im Verformungsverhalten der Probe erst in den Bereichen III-V
(Abbildung 4.1) erkennbar aus, wenn relevante plastische Vergleichsdehnungen εm >0,2 auf-
treten. Es genügt daher, den Parameter σ3 der Fließfunktion (3.58) unter Beachtung duktiler
Schädigung zu identifizieren. Die übrigen Parameter (σ1, σ2, k, εL) beschreiben im Wesentli-
chen den Anfangsbereich der Fließfunktion und können unter Vernachlässigung der duktilen
Schädigung aus den Bereichen I-III der Kraft-Verschiebungs-Kurve des SPT (Abbildung 4.1)
bestimmt werden. Entsprechend erfolgt die Parameteridentifikation in dieser Arbeit in zwei
Phasen: zunächst werden die Fließkurvenparameter (σ1, σ2, σ3, k, εL) unter Vernachlässigung
duktiler Schädigung für sämtliche Bestrahlungszustände und Prüftemperaturen (Tabelle 4.4)
bestimmt. Hierbei wird das Material als elastisch-plastisch mit der v. Mises Fließbedingung
(2.56) und der zugehörigen Fließregel mit isotroper Verfestigung modelliert. Anschließend
erfolgt die Identifikation der Schädigungsparameter (Tabelle 5.3), wobei die in der ersten
Phase ermittelten Ergebnisse für σ3 als Startwerte verwendet werden.

5.2 Identifikation der Fließkurvenparameter

FürIdentifikations-

methodik
die Bestimmung der Fließkurvenparameter aus gemessenen Kraft-Verschiebungs-Kurven

des SPT wurde ein Verfahren angewendet, welches während der Identifikation keiner FEM-
Berechnungen bedarf (Abbildung 5.1). Anstelle von Simulationen mit FEM geben Neu-
ronale Netze, welche vorher durch Datenbasen trainiert wurden, die Kraft-Verschiebungs-
Kurve für einen bestimmten Parametersatz wieder. Die Parameterbestimmung erfolgt letzt-
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E [GPa] ν f0 fn ff sn q1 q2 q3
√
c [mm] V0 [mm3]

210 0,3 2,3·10−4 2,3·10−2 0,2 0,1 1,5 1,0 2,25 0,1 1,0·10−3

Tabelle 5.1: Konstant angenommene Modellparameter

σ1 σ2 σ3 k εL εn fc m σu

Temperatureinfluss + + + + + – – + +
Bestrahlungseinfluss + + + + + + – + +

Tabelle 5.2: Zu identifizierende Modellparameter

Sprödbruch (S) spröd-duktiler Bruch (Ü) Zähbruch (D)

Unbestrahlt σ3(θ), m, σu σ3(θ), m, σu σ3(θ), εn(Fne), fc
RH6 σ3(θ), m, σu σ3(θ), m, σu σ3(θ), εn(Fne)
RH7 fern (cf) σ3(θ), m, σu σ3(θ), m, σu σ3(θ), εn(Fne)
RH7 nah (cn) σ3(θ), m, σu σ3(θ), m, σu σ3(θ), εn(Fne)

Tabelle 5.3: Identifikationsprogramm Schädigungsparameter

Parameter xp Bereich Schrittweite Datensätze

Bilinear σ0/MPa [400;1100] 100 500
σz/MPa [600;1300] 100
σ∗/MPa [800;2200] 200
εu [0,075;0,175] 0,025

mod. Voce σ1/MPa [450;850] 100 1875
σ2/MPa [200;600] 100
σ3/MPa [900;1700] 200
k/MPa [10;30] 5
εL [0,01;0,03] 0,01

Tabelle 5.4: Variierte Parameter der beiden Fließkurvenapproximationen zur Erstellung von Daten-
basen für das Training Neuronaler Netze
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Abbildung 5.1: Parameteridentifikation mit der indirekten Methode: 1. Erstellung einer Datenbasis
mittels FEM, 2. Training Neuronaler Netze, 3. Minimierung des Unterschieds zwischen
Ausgabe der Neuronalen Netze und der gemessenen Kraft-Verschiebungs-Kurve durch
Variation der Eingangsgrößen (Materialparameter)

lich durch die Minimierung des Unterschieds zwischen so approximierter und gemessener
Kraft-Verschiebungs-Kurve. Die Identifikation wurde an gemittelten Kraft-Verschiebungs-
Kurven durchgeführt, d.h. aus den einzelnen für die jeweilige Temperatur und Bestrahlungs-
zustand gemessenen Kurven wurde zunächst eine Durchschnittskurve gebildet. Eine kurze
Einführung in den Aufbau und die Funktionsweise Neuronaler Netze, die wichtigsten Trai-
ningsalgorithmen sowie eine ausführliche Beschreibung der Verwendung Neuronaler Netze
zur Parameteridentifikation aus dem SPT findet sich in [Abe04].

DieNeuronale

Netze
in dieser Arbeit verwendeten Neuronalen Netze wurden mit der freien Software Stutt-

gart Neural Network Simulator (SNNS, [Zel]) erstellt und trainiert. Alle Netze sind vorwärts
betrieben und bestehen aus drei Schichten (Abbildung 5.4, links): der Eingabeschicht, einer
versteckten Schicht und der Ausgabeschicht. Jede Schicht besteht aus einzelnen Neuronen mit
sigmoiden Aktivierungsfunktionen. Während der Lernphase werden die Gewichte der Verbin-
dungen angepasst, bis ein minimaler Unterschied zwischen Zielwert (aus den Trainingsdaten)
und der Ausgabe des Netzes besteht. Unter den verschiedenen verwendeten Trainingsalgo-
rithmen erwies sich das Verfahren Resilient Back Propagation (Rprop, [Zel96]) als das am
besten geeignete.

FürErstellung von

Datenbasen
die Verwendung von Neuronalen Netzen zur Parameteridentifikation sind zunächst

Datenbasen anzulegen, die für das Training verwendet werden können. Diese Datenbasen ent-
halten Materialparameter und die zugehörigen mit FEM berechneten Kraft-Verschiebungs-
Kurven des SPT. Das Materialverhalten wird als elastisch-plastisch mit der v. Mises Fließbe-
dingung (2.56) und der zugehörigen Fließregel mit isotroper Verfestigung ohne duktile Schä-
digung modelliert. Für die Kontakte Stempel-Probe und Probe-Matrize wird ein Reibwert
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Abbildung 5.2: Vergleich der beiden Approxmationen mit einer im Zugversuch ermittelten Fließkurve
(JFL unbestrahlt bei -80◦C)

µR =0,2 verwendet. Neben einer vierparametrigen bilinearen Funktion (xp = [σ0, σz, σ
∗, εu])

σm(εm) =

{
σ0 + (σz − σ0)

εm
εu

0 ≤ εm < εu

σz + (σ∗ − σz)
(εm−εu)
(1−εu)

εu < εm
(5.1)

wurde der bereits in (3.58) (Abschnitt 3.4.3) angegebene Ansatz

σm(εm) =





σ1 0 ≤ εm ≤ εL
σ1 + σ2(εm − εL)

+ (σ3 − σ2 − σ1)(1 − e−k(εm−εL))
εL < εm

mit fünf Parametern (xp = [σ1, σ2, σ3, k, εL]) zur Approximation der Fließkurve verwendet.
Durch Variation der freien Parameter dieser Funktionen wurde jeweils eine Schar von Fließ-
kurven (500 bilinear, 1875 Voce) gebildet und durch FEM-Vorwärtsrechnungen Datenbasen
aus zugeordneten Kraft-Verschiebungs-Kurven des SPT angelegt. Beide verwendete Approxi-
mationen sind in Abbildung 5.2 dargestellt, die für die Erstellung der Datenbasen variierten
Parameter sind in Tabelle 5.4 angegeben.

Mit Hilfe Training

Neuronaler

Netze

der erstellten Datenbasen wurden neuronale Netze zur Identifikation der Fließkur-
venparameter aus einer gegebenen Kraft-Verschiebungs-Kurve trainiert und validiert. Hier-
für fanden Neuronale Netze auf zwei grundlegend verschiedene Weisen Anwendung (Abbil-
dung 5.3). Direkte Methode: Die Eingabe für das Neuronale Netz besteht aus der Kraft-
Verschiebungs-Kurve des SPT und die Materialparameter werden ausgegeben. Indirekte Me-
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5 Parameterbestimmung

thode: Neuronale Netze erhalten die Materialparameter als Eingangsgrößen und approximie-
ren die zugehörige Kraft-Verschiebungs-Kurve. Die Parameteridentifikation erfolgt aus der
Minimierung der Differenz zur gemessenen Kurve durch einen geeigneten Optimierungsalgo-
rithmus. Für Training und die Validierung wurden die erstellten Datenbasen in Trainings-
und Validierungssätze geteilt. Die verwendeten Neuronalen Netze benötigen Ausgangsgrößen,
die Werte zwischen 0,1 und 0,9 besitzen [Zel]. Für ein besseres Lernverhalten ist es sinnvoll,
auch die Eingangsgrößen zwischen diesen Grenzen anzugeben. Daher wurden Eingangs- und
Ausgangsgrößen entsprechend normiert. Anhand der nicht in den Trainingsdaten enthaltenen
Valdidierungsdaten konnte die Genauigkeit und die Generalisierungsfähigkeit der trainierten
Netze überprüft werden.

Die direkte Methode wurde anhand der bilinearen Funktion getestet, wobei sich zeigte, dass
ein zufriedenstellend kleiner Fehler (Differenz zwischen Zielgröße und Ausgabe des Netzes)
nicht erreicht werden kann. Auch anhand der Validierungsdaten wurde festgestellt, dass durch
das direkte neuronale Netz lediglich die Streckgrenze des Werkstoffs sehr genau ermittelt wer-
den kann, der Einfluss der restlichen drei freien Parameter der bilinearen Approximation der
Fließkurve (5.1) auf den Verlauf der Kraft-Verschiebungs- Kurve des SPT jedoch vergleichs-
weise klein bleibt. Dies führte dazu, dass die mit Hilfe des Netzes ermittelten Werte starke
Streuungen aufwiesen.

Aufgrund der unterschiedlich großen Einflüsse der vier Parameter der zur Approximation
der Fließkurve verwendeten bilinearen Funktion auf die Kraft-Verschiebungs- Kurve wurde
deshalb davon abgesehen, die Parameter durch direkte Identifikation zu bestimmen. Anstelle
dessen wurde die indirekte Identifikation im Weiteren verwendet. Zur Vereinfachung des vom
neuronalen Netz nachzubildenden Problems wurden einzelne Netze für verschiedene Stem-
pelverschiebungen angelegt (Abbildung 5.4, rechts), so dass die Anzahl der Eingabegrößen
für jedes Netz reduziert werden konnte. Durch die Aufteilung der Identifikation auf mehrere
Netze reduzieren sich Trainingsdauer, Größe und Ausgabefehler der Netze. Dies ermöglich-
te eine genauere Bestimmung des von den Materialparametern abhängigen Kraftwertes als
Funktion der Stempelverschiebung.

Bei Anwendung der indirekten Identifikation auf verschiedene Testfälle stellte sich heraus,
dass die Kraft-Verschiebungs-Kurve des Small-Punch-Tests allein nicht in jedem Fall eine ein-
deutige Aussage bezüglich der Freiheitsgrade der bilinearen Approximation der Fließkurve
(5.1) des Materials liefert, d.h. für unterschiedliche Fließkurven konnte aufgrund des inho-
mogenen Beanspruchungszustands in der Probe u.U. die gleiche Kraft-Verschiebungs-Kurve
berechnet werden. Bei der Verwendung der modifizierten Voce-Funktion (3.58) traten die
bei der bilinearen Funktion festgestellten Mehrdeutigkeiten nicht auf. Deshalb wurde im Wei-
teren die modifizierte Voce-Funktion verwendet.

Um dieOptimierungs-

algorithmus
Parameter durch die Minimierung des Unterschieds zwischen approximierter und

gemessener Kraft-Verschiebungs-Kurve zu bestimmen, wurde der Optimierungsalgorithmus
Simulated Annealing (SA, [Cor+87]) eingesetzt. Mit Hilfe dieses Optimierungsverfahrens
wird ein globales Minimum einer Zielfunktion

Err = Err (xp) (5.2)

angestrebt, ohne dass dafür Ableitungen nach den Parametern xp benötigt werden. Es han-
delt sich um ein gradientenfreies Optimierungsverfahren. Der Quellcode für den verwendeten
Algorithmus ist frei verfügbar [Net].
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Abbildung 5.3: Verwendung Neuronaler Netze (hier: biliniearer Ansatz, vier Parameter) für die direk-
te (links) und indirekte Parameteridentifikation (rechts). Eingangsgrößen sind grün,
die Ausgabe der Neuronalen Netze ist blau dargestellt.
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Abbildung 5.4: Struktur der Neuronalen Netze (links); einzelne Netze geben die Stempelkraft jeweils
für eine einzige Stempelverschiebung wieder (rechts)
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Der Algorithmus besitzt Analogien zu den physikalischen Vorgängen beim Gefrieren von
Flüssigkeiten oder dem Vergüten von Stählen. Beides sind Prozesse, bei denen durch Phasen-
umwandlungen im Material ein Energieminimum angestrebt wird: Während ein plötzliches
Abkühlen Defekte und Einschlüsse bzw. eine unregelmäßige Mikrostruktur erzeugt, führt die
langsame Reduzierung der Temperatur zum energieärmsten Zustand mit sehr gleichmäßigen
Strukturen.

Ein Optimierungsalgorithmus, der nur neue Parameter zulässt, bei denen die Zielfunktion
kleiner wird, kann mit dem schnellen Abkühlen verglichen werden. Sind sehr viele lokale
Minima vorhanden, so laufen Verfahren dieser Art, z.B. Gradientenverfahren, Gefahr, das
globale Minimum nicht zu erfassen. Im Gegensatz zu Gradientenverfahren schließt das SA
Schritte in Richtung höherer Werte der Zielfunktion (größerer Fehler) nicht generell aus,
sondern lässt auch solche nach einem Wahrscheinlichkeitskriterium (Metropolis-Kriterium,
[Cor+87; Met+53]) zu:

akzeptiere neuen Punkt x
p
i+1, falls

∆Err ≤ 0

sonst akzeptiere mit der Wahrscheinlichkeit

P (∆Err) = exp
(
−∆Err

T
)

mit

∆Err = Err
(
x
p
i+1

)
− Err

(
x
p
opt

)
.

(5.3)

In (5.3) ist T eine künstliche Temperatur, die während der Optimierung langsam verringert
wird. Dadurch reduziert sich die Gefahr, dass der Algorithmus in lokalen Minima stecken
bleibt. Ein weiterer Vorteil des SA ist die geringe Abhängigkeit der Lösung vom Startwert
der Parameter. Der zu durchsuchende Parameterraum lässt sich diskret begrenzen, was bei
Verwendung Neuronaler Netze nützlich ist, da diese besser interpolieren als extrapolieren.
Das Verfahren Simulated Annealing eignet sich für die praktische Parameterbestimmung
aufgrund der großen Anzahl von Iterationen nur dann, wenn die einzelnen Iterationsschritte
schnell ausgeführt werden können. Dies ist bei der Verwendung Neuronaler Netze gegeben.

DieZielfunktion Bestimmung der Fließkurvenparameter erfolgt für beide Materialien letztlich durch
Minimierung des Unterschieds zwischen experimentell ermittelter und durch die Neuronalen
Netze approximierter Kraft-Verschiebungskurve, ausgedrückt durch die Zielfunktion

Err (θ,Fne) = Err
(
σ1(θ,Fne),σ2(θ,Fne),σ3(θ,Fne),k(θ,Fne),εL(θ,Fne)

)

=

√√√√ 1

N

N∑

n=1

(
F S (uSn,θ,Fne)− F S

NNn
(σ1,σ2,σ3,k,εL)

F S (uSn,θ,Fne)

)2

,

(5.4)

für sämtliche Bestrahlungszustände und Prüftemperaturen (ingesamt 34 Parametersätze, Ta-
belle 4.4). Da duktile Schädigung nicht modelliert wird und somit der Entfestigungsbereich
nicht exakt abgebildet werden kann, wird (5.4) nur bis zum Maximum der gemessenen Kraft-
Verschiebungs-Kurven ausgewertet. Dies entspricht der Minimierung der Flächen 1 und 2 in
Abbildung 5.5 (rechts).
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P1
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Abbildung 5.5: Parameterbestimmung in zwei Phasen (links) und der zu minimierende Unter-
schied zwischen berechneter (gestrichelt) und gemessener Kraft-Verschiebungs-Kurve
(rechts)

5.3 Identifikation der Parameter des duktilen Schädigungsmodells

Die Identifikation der Schädigungsparameter fc, εn erfolgt im Anschluss an die Bestimmung
der im letzten Abschnitt beschriebenen Ermittlung der Fließkurvenparameter, wobei jetzt die
duktile Schädigung berücksichtigt wird (Phase 2, Abbildung 5.5, links). Die für die einzelnen
Bestrahlungszustände und Prüftemperaturen bestimmten Parameter σ1, σ2, k und εL werden
hierfür unverändert übernommen. Die Spannung σ3 wird zur Anpassung im Ver- und Ent-
festigungsbereich (III-IV, Abbildung 5.5, rechts) unter Verwendung der aus (5.4) ermittelten
Werte als Anfangsschätzung neu bestimmt.

Die Identifikations-

methodik
Anwendung der im letzten Abschnitt beschriebenen Identifikationsstrategie unter Ver-

wendung Neuronaler Netze ist für die Bestimmung der Schädigungsparameter nicht sinnvoll,
da dies die Erstellung und das Training neuer Netze für jede Prüftemperatur der einzelnen
Bestrahlungszustände voraussetzt. Die Anzahl der zum Aufbau der hierfür benötigten Daten-
basen aus FEM-Vorwärtsrechnungen übersteigt dabei die Zahl der bei herkömmlichen Strate-
gien durchzuführenden Iterationsschritte. Anstelle dessen erfolgt die Identifikation der Schä-
digungsparameter durch Abgleich der mit dem implementierten axialsymmetrischen User-
Element (Abschnitt 3.4) berechneten und experimentell gemessenen Kraft-Verschiebungs-
Kurven des SPT für die jeweiligen Prüftemperaturen und Bestrahlungszustände (Tabelle
5.3). Für Prüftemperaturen, bei denen die Kraft-Verschiebungs-Kurven vollständig ausge-
prägt sind und die Proben durch Zähbruch versagten, wird der stark abfallende Teil V der
Kurven berücksichtigt (Minimierung der Flächen 1, 2 und 3 Abbildung 5.5, rechts). Dies führt
zur genauen Bestimmung der Parameter des duktilen Schädigungsmodells (fc, εn). Bei den
Versuchen im Sprödbruchbereich bzw. im Übergangsbereich werden die Versuchsdaten nur
bis zum Kraftmaximum ausgewertet (Minimierung der Flächen 1 bzw. 1 und 2 Abbildung
5.5, rechts).
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5 Parameterbestimmung

FürZielfunktionen beide Werkstoffe werden zunächst die Parameter εn, fc und σ3 für den unbestrahlten
Zustand bestimmt. Die Identifikation erfolgt dabei durch Minimierung der quadratischen
Norm des Gesamtfehlers aller Versuche

Err = Err
(
εn,fc,σ3(θ1), . . . ,σ3(θU )

)

=
1

U

U∑

u=1

√√√√ 1

Nu

Nu∑

n=1

(
F S
u (uSn,θu)− F S

FEMn

F S (uSn,θu)

)2

mit F S
FEMn

= F S
FEMn

(
εn,fc,σ1(θu),σ2(θu),σ3(θu),k(θu),εL(θu)

)
.

(5.5)

In Gleichung (5.5) ist U die Anzahl der Prüftemperaturen für den jeweiligen unbestrahlten
Werkstoff (JFL: U = 8, JRQ: U = 7, Tabelle 4.4). F S

u und F S
FEMn

sind die bei der Temperatur
θu gemessenen bzw. für die Parameter εn,fc, σ3 (θ u) mittels FEM berechneten Kraftwerte
für die diskreten Verschiebungswerte un des Small-Punch-Tests.

Nach der Bestimmung von fc (temperatur- und bestrahlungsunabhängig, Tabelle 5.2) wer-
den anschließend die Parameter εn und σ3 für die Versuchsdaten der bestrahlten Materialien
identifiziert. Dazu wird der Gesamtfehler

Err = Err
(
εn(Fne1), . . . ,εn(FneB),fc,σ3(θ1), . . . ,σ3(θB)

)∣∣∣
fc

=
1

B

B∑

b=1

√√√√ 1

Nb

Nb∑

n=1

(
F S
b (uSn,θb)− F S

FEMn

F S (uSn,θb)

)2

mit F S
FEMn

= F S
FEMn

(
εn(Fneb),fc,σ1(θb),σ2(θb),σ3(θb),k(θb),εL(θb)

)

(5.6)

minimiert, wobei θb die Prüftemperaturen des jeweiligen Bestrahlungszustandes b mit der
Fluenz Fneb sind (Tabelle 4.4).

DieOptimierungs-

verfahren
Minimierung der Fehler (5.5) und (5.6) findet durch Verwendung der parallel ausführ-

baren Optimierungsalgorithmen Appspack bzw. Hopspack [GK06; Gri+06; Pla09] statt.
Beides sind Algorithmen auf Basis der sog. Generating Set Search Methoden (GSS, [Kol+03;
Kol+06]), einer Klasse von parallelisierbaren ableitungsfreien Optimierungsverfahren. Die
asynchronen parallelen Implementierungen Appspack bzw. Hopspack starten FE-Simulati-
onen auf verschiedenen Prozessoren, die Algorithmen „warten“ nicht auf gleichzeitig gestartete
Rechnungen. Sie eignen sich im Vergleich zu dem im vorigen Abschnitt beschriebenen Simu-

lated Annealing besser für die Lösung des hier betrachteten inversen Problems der Mate-
rialparameterbestimmung durch iterativen Vergleich von Simulations- und Versuchsergebnis,
da einer relativ geringen Anzahl von zu optimierenden Variablen (Materialparameter) die
Ausführung rechenzeitintensiver Zielwertermittlungen (Simulationen) gegenübersteht.

5.4 Identifikation der Weibull-Parameter

Zur Bestimmung der Weibull-Parameter σu, m werden die Kraft-Verschiebungs-Kurven
von Versuchen, bei denen die Proben spröde versagten, mittels FEM simuliert und der Span-
nungszustand zum Zeitpunkt des Versagens analysiert. Durch Verwendung der Maximum-

Likelihood-Methode (ML, [KK91; Min+92; ROBF98]) erfolgt die Anpassung der berech-
neten Sprödbruchwahrscheinlichkeiten an die experimentelle Verteilung (Abbildung 5.6). Der
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Abbildung 5.6: Bestimmung der Weibull-Parameter

Zeitpunkt des Probenversagens wird anhand des plötzlichen Abfalls der Kraft-Verschiebungs-
Kurve festgelegt.

Für Maximum-

Likelihood-

Methode

eine Verteilungsfunktion mit den p Parametern φ1, φ2, . . . ,φp ist die Wahrscheinlich-
keit, einen bestimmten Zufallswert yj zu bestimmen, durch eine Dichtefunktion der Form
f (yj,φ1,φ2, . . . ,φp) gegeben. Die ML-Methode liefert Schätzwerte der unbekannten Parame-
ter, mit denen verschiedene gegebene Größen am besten durch die Verteilungsfunktion wie-
dergegeben werden. Die Wahrscheinlichkeit, die Werte y1,φz, . . . ,φN zu erhalten, wird durch
die Funktion

L ∝ f (yi,φ1,φ2, . . . ,φp) f (y2,φ1, φ2, . . . ,φp) . . . f (yN ,φ1, φ2, . . . ,φp) (5.7)

beschrieben und durch den besten Parametersatz maximiert (Methode der „größten Wahr-
scheinlichkeit“). Die Forderung nach einem Maximum entspricht für stets positive L den p
Bedingungen (i = 1, . . . ,p)

∂L (yj,φ1,φ2, . . . ,φp)

∂φi
= 0 bzw.

∂ lnL (yj ,φ1,φ2, . . . ,φp)

∂φi
= 0. (5.8)

Für die Schätzung der zwei Weibull-Parameter (p = 2, φ1 = σu, φ2 = m) für bekannte
Werte (yj = σW (j)) folgt aus (5.8) das nichtlineare Gleichungssystem

0 =
N

m
+
∑

j

lnσW (j) −N

∑
j

(
σW (j)

)m
lnσW (j)∑

j

(
σW (j)

)m (5.91)

σu = m

√
1

N

∑

j

(
σW (j)

)m
(5.92)
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Abbildung 5.7: Bestimmung der Bruchzähigkeiten für 5%, 50% und 95% Sprödbruchwahrscheinlich-
keit aus der Weibull-Spannung

mit j = 1, . . . ,N (Probenumfang N). Die Ermittlung der Weibull-Parameter aus SPT-
Versuchen, bei denen die Proben spröde versagten, erfolgt iterativ (Abbildung 5.6), da auch
die den experimentellen Daten zuzuordnenden Weibull-Spannungen σW (j) von σu und m
abhängig und damit zunächst unbekannt sind.

5.5 Vorhersage bruchmechanischer Kennwerte

Zur Ermittlung der Bruchkenngrößen werden Versuche mit Bruchmechanikproben simuliert.
Das Materialverhalten wird durch die zuvor im Small-Punch-Test bestimmten Parameter der
implementierten Schädigungsmodelle beschrieben. Die Auswertung des Spannungszustands
in der Bruchmechanikprobe liefert für den Sprödbruch- und Übergangsbereich den Zusam-
menhang zwischen Bruchkenngröße und Weibull-Spannung, so dass der Vergleich mit der
Master-Curve [Wal+01] erfolgen kann. Der Bestimmung der bruchmechanischen Kenngrö-
ßen über numerische Simulationen konventioneller bruchmechanischer Versuche liegt die Hy-
pothese zugrunde, dass die Anrissbildung in der Small-Punch-Probe exakt mit denselben
Schädigungsgesetzen beschrieben werden kann wie der Beginn der Rissinitiierung in den
Bruchmechanikproben.

Unter Verwendung der ermittelten Weibull-Parameter σu und m werden durch Berech-
nung der Weibull-Spannung nach Gleichungen (2.74) bzw. (2.75) die mit Wahrscheinlich-
keiten von 5%, 50% und 95% zum Sprödbruch führenden Bruchzähigkeiten bestimmt (Ab-
bildung 5.7). Dies erfolgt durch Simulation eines Versuchs an der CT-Probe mit 20% Sei-
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5.5 Vorhersage bruchmechanischer Kennwerte

Abbildung 5.8: Kollabierte Elemente im Bereich der Rissspitze der CT-Probe.

tenkerb (Abmessungen W=50 mm, A0=0,57W und H=1,2W (Abbildung 3.7)). Aufgrund
der nichtlokalen und damit netzunabhängigen Formulierung der duktilen Schädigung können
im Bereich der Rissspitze der CT-Probe, wie u.a. in [Bro+85; Kun08] empfohlen, zu Drei-
ecken kollabierte isoparametrische Viereckelemente mit unabhängigen Freiheitsgraden an der
Rissspitze, unveränderten Seitenmittenknoten und reduzierter (2× 2) Integration verwendet
werden (Abbildung 5.8). Hierfür wird das für den ebenen Verzerrungszustand implementierte
User-Element benutzt.

Für die CT-Probe werden Risswachstum ∆a und J-Integral entsprechend den Gleichungen
(3.74) und (3.75) berechnet, anschließend erfolgt die Umrechnung in die Bruchzähigkeit

KJc =

√
J

E

1− ν2
. (5.10)

Für den Vergleich mit Versuchsergebnissen in der Hochlage (Risswiderstandskurven, [VZ07;
Zur+09]) werden Bruchkennwerte KJc,∆a=0,2 bzw. Jc,∆a=0,2 bestimmt [Sch+02], die einem
Rissfortschritt von ∆a =0,2 mm zugeordnet sind.
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6 Ergebnisse

6.1 Auswertung der Small-Punch-Tests

Die durchgeführten SPT-Versuche lassen durch Beurteilung der Kraft-Verschiebungs-Kurven,
der REM-Aufnahmen von Bruchflächen, des Aussehens der Probenreststücke und des Bruch-
geräusches eine Einteilung in drei Kategorien zu, welche mit der Hoch- und Tieflage sowie
dem Übergangsbereich der Zähigkeit korrelieren.

Kategorie Charakterisie-

rung des

Versagens-

verhaltens

I (Zähbruch): Die in Abbildung 4.1 rechts schematisch dargestellte Kraft-Ver-
schiebungs-Kurve ist vollständig ausgebildet. Das Versagen der Probe findet im Bereich
V statt, nach dem Erreichen des Kraftmaximums führt duktile Schädigung zur Lokalisie-
rung in einem ringförmigen Bereich außerhalb der Probenmitte, was ein deutlich sichtba-
res, aber nicht sprunghaftes Absinken der gemessenen Stempelkraft nach sich zieht. In dem
geschädigten Bereich initiiert ein Riss, der sich in Umfangsrichtung duktil ausbreitet, was
schließlich zum Probenversagen führt und den damit verbundenen steilen Abfall der Kraft-
Verschiebungs-Kurve verursacht. Geprüfte Proben weisen eine typische Hütchenform auf,
REM-Aufnahmen der Bruchflächen zeigen die für Zähbruch charakteristischen Wabenstruk-
turen (Abbildungen 6.1(a) und (e)).

Kategorie II (Sprödbruch): Die Kraft-Verschiebungs-Kurve endet deutlich vor dem Errei-
chen eines gedachten Maximums mit einem rapiden Abfallen der Kurve, der Zeitpunkt des
Probenversagens ist akustisch deutlich wahrnehmbar. Die Proben brechen in mehrere Tei-
le, deren Bruchflächen glatte Flächen aufweisen, wie sie durch trans- bzw. interkristallinen
Spaltbruch entstehen (Abbildungen 6.1(b) und (f)).

Kategorie III (Übergangsbereich): Die Kraft-Verschiebungs-Kurve endet kurz nach dem
Überschreiten des Kraftmaximums. Auf den Bruchflächen sind sowohl Wabenstrukturen als
auch Spaltbruchanteile zu finden (Abbildungen 6.1(c),(d)).

Am Temperatur-

einfluss
Beispiel der mit unbestrahlten Werkstoffen durchgeführten Versuche wird der Einfluss

der Prüftemperatur auf das Materialverhalten deutlich. Für niedrigere Temperaturen wurden
bei gleichen Verschiebungen höhere Kräfte gemessen, gleichzeitig verringert sich die bei Pro-
benversagen erreichte Verschiebung (Abbildung 6.2). Bei hohen Temperaturen ist vollständig
duktiles Probenversagen festzustellen, während tiefe Temperaturen zum Sprödbruch führen.
Mittlere Temperaturen zeigen die größten Streuungen bezüglich Verschiebung zum Zeitpunkt
des Probenversagens und zugehöriger Kraft.

Der Einfluss Bestrahlungs-

einfluss
des Bestrahlungszustandes ist anhand der bei gleicher Prüftemperatur ge-

messenen Kraft-Verschiebungs-Kurven sichtbar. Eine höhere Bestrahlung führt zu größeren
Kraftwerten bei gleicher Stempelverschiebung (Abbildung 6.3).

Im unbestrahlten Zustand weisen beide untersuchten Werkstoffe nur geringe Abweichungen
im beobachteten Versagensmechanismus auf, Sprödbruch tritt bei JFL ab etwa -150◦C ein,
bei JRQ ab -140◦C. Dagegen sind signifikante Unterschiede zwischen den beiden Werkstoffen
bezüglich ihrer Bestrahlungsempfindlichkeit festzustellen. Während bei JFL der Sprödbruch
trotz unterschiedlicher Strahlungsbelastung bei annähernd gleichen Temperaturen auftritt,
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6 Ergebnisse

(a) Geprüft bei Raumtemperatur (b) Geprüft bei -175◦C

(c) Geprüft bei -105◦C (d) Geprüft bei -135◦C

(e) Geprüft bei Raumtemperatur (f) Geprüft bei -175◦C

Abbildung 6.1: REM Aufnahmen der Bruchflächen von bei unterschiedlichen Temperaturen geprüften
Proben (a)-(d) (JFL unbestrahlt); Geprüfte Proben: Zähbruch mit typischer Hütchen-
form (e), Sprödbruch, die Probe ist in mehrere Teile gebrochen (f)
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Abbildung 6.2: Gemessene Kraft-Verschiebungs-Kurven des SPT für die unbestrahlten Materialien
JFL und JRQ
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Abbildung 6.3: Gemessene Kraft-Verschiebungs-Kurven des SPT für die bestrahlten Materialien JFL
und JRQ
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6.1 Auswertung der Small-Punch-Tests

wird die Übergangstemperatur bei JRQ durch die Bestrahlung stark angehoben (Abbildung
6.4(a)).

Die Korrelation

mit Kerb-

schlagarbeit

bis zum Probenversagen bei uS = uSf verrichtete Arbeit, die Bruchenergie

Uf =

uS
f∫

0

F S
(
uS
)
duS (6.1)

des SPTs steigt für Proben eines Bestrahlungszustandes zunächst mit geringer werdender
Temperatur an, um dann stark abzufallen (Abbildung 6.5(a)). Der von Kerbschlagversuchen
bekannte S-förmige Verlauf ist hierbei nicht zu erkennen.

Während die Größe der beim Kerbschlagversuch entstehenden Bruchfläche nahezu unab-
hängig von Temperatur und Bestrahlungszustand ist, verändert sich die Größe der Bruchflä-
chen beim SPT. Beim duktilen Versagen bildet sich ein kreisförmiger Riss (Abbildung 6.1(e)),
im Übergangs- und Sprödbruchbereich brechen die Proben in mehrere Teile, wodurch wesent-
lich größere Bruchflächen entstehen (Abbildung 6.1(f)). Wird das veränderte Bruchbild der
Proben berücksichtigt, so ergibt die Darstellung der spezifischen, also auf die entstandene
Bruchfläche Af bezogenen Bruchenergie

U∗
f =

Uf

Af
(6.2)

ein dem Kerbschlagversuch qualitativ ähnliches Ergebnis (Abbildung 6.5(b)). Eine deutliche
Verschiebung der Übergangstemperatur ist beim Werkstoff JRQ zu erkennen, während die
spezifische Bruchenergie beim JFL weniger strahlungsempfindlich ist. Als Übergangstempe-
ratur T SPT

0 wird hier die Temperatur bezeichnet, bei der die spezifische Bruchenergie den
Mittelwert zwischen Hoch- und Tieflage erreicht. Diese verschiebt sich im Vergleich zu T41J -
Werten aus Kerbschlagversuchen [VZ07] deutlich in Richtung tieferer Temperaturen (Abbil-
dung 6.4(b)). Dies ist auf die geringere Mehrachsigkeit in der SPT-Probe zurückzuführen. Der
Temperaturunterschied ist zusätzlich vom Bestrahlungszustand abhängig, auch hier erweist
sich das Material JRQ als bestrahlungsempfindlicher.
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6.2 Vergleich gemessener und berechneter Kraft-Verschiebungs-Kurven

Wie in den Abschnitten 5.2 und 5.3 beschrieben, wurden die Fließkurven– und duktilen
Schädigungsparameter an den mit dem SPT für beide unbestrahlten Materialien gemessenen
Kraft-Verschiebungs-Kurven in zwei Phasen bestimmt: Zunächst wurden die Fließkurvenpa-
rameter (σ1, σ2, σ3, k, εL) unter Vernachlässigung duktiler Schädigung ermittelt, anschließend
erfolgte die Identifikation der Schädigungsparameter fc, εn und σ3. Dabei wurden die Para-
meter fc und εn als unabhängig von der Prüftemperatur angenommen, während σ3 für jede
Prüftemperatur einzeln bestimmt werden musste. Durch Variation der Parameter erfolgte da-
bei die Minimierung des Gesamtfehlers (5.5). Für die Versuche in der Hochlage der Zähigkeit
gingen die vollständigen Kraft-Verschiebungs-Kurven in die Berechnung des Fehlers ein, bei
den übrigen Temperaturen wurde (5.5) bis zu den jeweiligen Kraftmaxima der gemessenen
Kurven ausgewertet (Abbildung 5.5).

Die Abbildungen 6.6 bis 6.13 zeigen die gemessenen und die mit den identifizierten Materi-
alparametern (Tabellen 6.1, A.1, A.2) berechneten Kraft-Verschiebungs-Kurven des SPT für
beide Stähle JFL und JRQ. Grün dargestellt sind die zur Parameterbestimmung verwende-
ten Messkurven. FürUnbestrahlte

Materialien
die unbestrahlten Werkstoffe stimmt der Vergleich von Simulation und

Experiment gut überein (Abbildungen 6.6, 6.10). Der starke Abfall der Kurven im Zähbruch-
bereich aufgrund Materialversagens durch duktile Schädigung wird korrekt abgebildet. Auch
im Übergangs- und Sprödbruchbereich wird der Versagensmechanismus richtig abgebildet:
Erst deutlich nach Überschreiten der im Versuch bei Probenversagen gemessenen Werte von
Kraft und Verschiebung erreicht die Porosität in der Simulation Werte f > fc. Damit werden
beide Versagensmechanismen, Zähbruch und Spaltbruch, für die unbestrahlten Materialien
im gesamten Zähigkeitsbereich richtig numerisch simuliert. Weiterhin bestätigen sich anhand
der guten Ergebnisse der Parameteridentifikation die in Abschnitt 5.1 getroffenen Annahmen:
Da die für die unbestrahlten Materialien in der Hochlage der Zähigkeit numerisch berechneten
Kraft-Verschiebungs-Kurven für alle Prüftemperaturen sehr gut mit den gemessenen über-
einstimmen und auch das Probenversagen exakt abbilden, sind die Parameter des duktilen
Schädigungsmodells (εn und fc) nicht von der Temperatur abhängig.

AnhandBestrahlte

Materialien
der Versuche mit bestrahlten Proben erfolgte die Identifikation der Parameter

εn und σ3 entsprechend Gleichung (5.6) mit dem für das unbestrahlte Material bestimmten
Parameter fc. Die gute Übereinstimmung der gemessenen und berechneten Kurven kann bei
den bestrahlten Materialien nur teilweise erreicht werden: Durch Anpassung des Parameters
εn wird die Begünstigung der Neubildung von Hohlräumen infolge Bestrahlung [MK99] mo-
delliert. Abbildungen 6.8 b und c zeigen, dass für das Material JFL im Bestrahlungszustand
„RH7 fern“ für Proben im Übergangs- und Sprödbruchbereich ein deutlich zu frühes duktiles
Versagen simuliert wird, während zu geringe duktile Schädigung bei Raumtemperatur berech-
net wird. Diese Tendenz ist für beide bestrahlte Werkstoffe unterschiedlich stark ausgeprägt
(Abbildungen 6.8, 6.11, 6.12). Für das Material JRQ im Bestrahlungszustand „RH7 fern“
stimmen die mit den identifizierten Materialparametern berechneten Kraft-Verschiebungs-
Kurven im Übergangsbereich und in der Tieflage der Zähigkeit sehr gut mit den Messkurven
überein. Erst nach Erreichen der gemessenen Kraftmaxima fällt die berechnete Kurve auf-
grund duktiler Schädigung ab, Versagensmechanismus kann nur Sprödbruch sein. Dagegen
ist die berechnete duktile Schädigung zu klein, um den zeitigen Abfall der in der Zähigkeits-
hochlage gemessenen Kurven abzubilden (Abbildung 6.13(a)).
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Abbildung 6.6: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JFL unbestrahlt
(Auswahl, weitere Prüftemperaturen in Abbildungen A.1 und A.2)

81



6 Ergebnisse

SPT
AVG
FEM

0
0

0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

S
te

m
p
el

k
ra

ft
F

S
/
N

Stempelverschiebung uS/mm

(a) Prüftemperatur 22◦C

SPT
AVG
FEM

0
0

0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

S
te

m
p
el

k
ra

ft
F

S
/
N

Stempelverschiebung uS/mm

(b) Prüftemperatur -80◦C

SPT
AVG
FEM

0
0

0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

S
te

m
p
el

k
ra

ft
F

S
/
N

Stempelverschiebung uS/mm

(c) Prüftemperatur -135◦C

Abbildung 6.7: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JFL RH6
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Abbildung 6.8: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JFL RH7 fern
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Abbildung 6.9: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JFL RH7 nah
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6.2 Vergleich gemessener und berechneter Kraft-Verschiebungs-Kurven
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Abbildung 6.10: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JRQ unbestrahlt (Auswahl,
weitere Prüftemperaturen in Abbildungen A.3 und A.4)
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Abbildung 6.11: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JRQ RH6
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Abbildung 6.12: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JRQ RH7 fern
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Abbildung 6.13: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JRQ RH7 nah
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6.3 Fließkurven– und duktile Schädigungsparameter

6.3 Fließkurven– und duktile Schädigungsparameter

Die Temperatur-

und

Bestrahlungs-

einfluss

bei den aufgezeichneten Kraft-Verschiebungs-Kurven des SPT deutlich sichtbaren Ein-
flüsse von Prüftemperatur und Bestrahlungszustand auf die Verfestigungseigenschaften der
Reaktorstähle finden sich auch in den unter Berücksichtigung duktiler Schädigung identi-
fizierten Fließkurven wieder. Niedrigere Temperaturen und hohe Bestrahlung führen zu si-
gnifikanten Erhöhungen der Fließspannungen im gesamten Dehnungsbereich. Tabellen A.1
und A.2 geben eine Übersicht über die bestimmten Parameter der Fließkurvenapproximation
(3.58), Abbildung 6.15 stellt die identifizierten Anfangsfließspannungen dar. Es zeigt sich ei-
ne wesentlich höhere Sensitivität des Werkstoffs JRQ gegenüber Bestrahlung als beim Stahl
JFL.

Der Vergleich mit

Zugversuchen
Vergleich der aus dem SPT identifizierten Werte mit den durch konventionelle Zug-

versuche [VZ07] ermittelten Streckgrenzen Rp02 und Zugfestigkeiten Rm ergibt gute Über-
einstimmungen (Abbildung 6.14). Als identifizierte Streckgrenze wird hier der Wert

Rp02 = σm(εm = 0,002) (6.3)

bezeichnet. Die Zugfestigkeit wird aus dem Maximum der technischen Spannungs-Dehnungs-
Kurve ermittelt

σm(εm)

∣∣∣∣∣
Rm

=
∂σm(εm)

∂εm

∣∣∣∣∣
Rm

. (6.4)

Abbildung 6.16 zeigt die mittels der identifizierten Parameter nach (3.58) berechneten
Fließspannungen für eine plastische Vergleichsdehnung von εm =0,5 in Abhängigkeit von
Prüftemperatur und Bestrahlungszustand. Wie schon bei den ermittelten Streckgrenzen (Ab-
bildung 6.15) zeigt sich hier und auch bei den identifizierten Schädigungsparametern (Tabelle
6.1) eine deutlich höhere Sensitivität des Werkstoffs JRQ gegenüber Bestrahlung als beim
Stahl JFL.

Von Korrelationen

nach CEN WS

21

der Europäischen Normungsbehörde CEN wurde ein Standardisierungsentwurf zum
SPT erarbeitet (CEN WS21, [Bic+06]), in dem u.a. auf die Auswertung der Kraft-Verschie-
bungs-Kurve des SPT bezüglich der Abschätzung von Streckgrenze und Zugfestigkeit ein-
gegangen wird. Es wird vorgeschlagen, die gemessene Kurve zunächst durch eine bilineare
Funktion zu approximieren und deren Knickpunkt, der als elastisch–plastische Grenzlast F S

e

bezeichnet wird, linear mit der Streckgrenze zu korrelieren. Weiterhin wird eine Korrelation
von gemessener Maximalkraft F S

m und der Zugfestigkeit des Werkstoffs vorgeschlagen.
Während die im CEN WS21 empirisch ermittelte Korrelation zwischen elastisch-plastischer

Grenzlast und Streckgrenze bestätigt werden kann (Abbildung 6.17(a)), besteht ein direkter
Zusammenhang zwischen Maximalkraft und Zugfestigkeit nur für duktil versagte Proben. Im
Sprödbruch- und im Übergangsbereich trifft dies nicht zu (Abbildung 6.17(b)), so dass die in
[Bic+06] empfohlene Abschätzung der Zugfestigkeit nicht angewendet werden darf. Dagegen
liefern die in dieser Arbeit angewandten Methoden zur Lösung des inversen Problems auch
hier gute Ergebnisse (Abbildung 6.14).
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6 Ergebnisse

100
100

400

400

500

500

600

600

700

700

800

800

900

900

1000

1000

Zugversuch Rp02, Rm/MPa

Id
en

ti
fiz

ie
rt

au
s

SP
T
R

p
0
2
,
R

m
/M

P
a

JRQ Rp02 JRQ Rm JFL Rp02 JFL Rm

Abbildung 6.14: Vergleich mit Ergebnissen aus Zugversuchen

fc εn

JFL unbestrahlt 0,0473 0,4
RH6 0,0473 0,34
RH7 fern (cf) 0,0473 0,2
RH7 nah (cn) 0,0473 0,2

JRQ unbestrahlt 0,0375 0,41
RH6 0,0375 0,16
RH7 fern (cf) 0,0375 0,12
RH7 nah (cn) 0,0375 0,16

Tabelle 6.1: Identifizierte duktile Schädigungsparameter
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Abbildung 6.15: Identifizierte Streckgrenzen JFL und JRQ
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Abbildung 6.16: Identifizierte Fließspannungen σm (εm = 0,5) JFL und JRQ
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6 Ergebnisse

6.4 Weibull-Parameter

Die Weibull-Parameter der beiden implementierten Beremin-Modelle wurden aus denje-
nigen Versuchen bestimmt, bei denen die Proben spröde versagten. Die notwendige Berech-
nung der Spannungsverteilung in der Probe erfolgte unter Verwendung der aus den Kraft-
Verschiebungs-Kurven des SPT identifizierten Fließkurven und Schädigungsparametern. Als
Lastparameter L diente die gemessene Stempelkraft bei Probenversagen.

Tabelle A.3Material JFL zeigt die für das Material JFL bestimmten Parameter zusammen mit den 90%-
Vertrauensintervallen. Zusätzlich sind die für einen konstant gehaltenen Modulm = 30 ermit-
telten Weibull-Referenzspannungen σu angegeben. Deutlich erkennbar ist der Bestrahlungs-
und Temperatureinfluss auf die Weibull-Referenzspannung beider implementierter Beremin-
Modelle (Abbildung 6.18(a)). Für den Werkstoff JFL liegen bei den Bestrahlungszuständen
„RH7 fern“ und „RH7 nah“ die für die Temperatur -80◦C berechneten Kraft-Verschiebungs-
Kurven unter den gemessenen Kraftwerten bei Probenversagen, daher war eine Bestimmung
der Weibull-Parameter nicht möglich.

DieMaterial JRQ für das Material JRQ bestimmten Weibull-Parameter und deren 90%-Vertrauens-
intervalle sind in Tabelle A.4 dargestellt. Wie auch für das Material JFL wurden die Para-
meter σu zusätzlich für einen konstant gehaltenen Modul m = 30 ermittelt. Auch bei diesem
Material sind die ermittelten Parameter stark von Bestrahlungszustand und Prüftemperatur
abhängig (Abbildung 6.18(b)). Die am unbestrahlten Material JRQ durchgeführten Versu-
che dienten lediglich zur Abschätzung der Übergangstemperaturen. Aufgrund der geringen
Versuchsanzahl pro Prüftemperatur ist die Angabe eines Vertrauensintervalls in Tabelle A.4
nicht sinnvoll. Im Vergleich zum Werkstoff JFL sind die für das Material JRQ bestimmten
Weibull-Referenzspannungen σu kleiner.

DieTemperatur-

und

Bestrahlungs-

einfluss

in Tabellen A.3, A.4 und Abbildungen 6.18(a), 6.18(b) dargestellten Parameter des
originalen als auch des modifizierten Beremin-Modells weisen sehr deutlich Abhängigkeiten
von Bestrahlungszustand und Prüftemperatur auf. Der Einfluss der Temperatur auf die iden-
tifizierten Spannungen wird an den unbestrahlten Materialien am besten sichtbar: Innerhalb
eines Bestrahlungszustandes verringern sich die bestimmten Weibull-Referenzspannung σu
für höhere Prüftemperaturen.
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6.5 Bruchmechanikparameter

Im Anschluss an die Identifikation der Fließkurven- und der duktilen Schädigungsparameter
sowie die Bestimmung der Modellparameter des originalen (Abschnitt 2.2.2) und des modifi-
zierten Beremin-Modells (Abschnitt 2.2.3) für den Spröd- und Übergangsbereich wurden kri-
tische Bruchzähigkeiten indirekt durch numerische Simulation bruchmechanischer Versuche
quantifiziert. Zu diesem Zweck wurde das entwickelte nichtlokale duktile Schädigungsmodell
(Abschnitt 3.3) in Kombination mit dem originalen Beremin-Modell bzw. der Modifikation
nach Bernauer für die Berechnung der Spaltbruchwahrscheinlichkeit angewendet.

DieMaterial JFL Bruchzähigkeiten aus FEM Berechnungen an CT-Proben (Abschnitt 5.5) unter Verwen-
dung der identifizierten Fließkurven, Schädigungsparameter und der bestimmten Weibull-
Referenzspannungen (für m = 30) für das Material JFL sind in Tabelle A.5 zusammengefasst.
Für den Übergangsbereich und die Tieflage sind die Ergebnisse bei Verwendung des originalen
bzw. modifizierten Beremin-Modells einzeln angegeben.

Für den Sprödbruchbereich stimmen die für das Material JFL berechneten Werte in al-
len Bestrahlungszuständen gut mit Ergebnissen aus Master-Curve-Versuchen [VZ07] überein
(Abbildungen 6.19 und 6.20)1. Die für beide Beremin-Modelle berechneten Bruchzähigkei-
ten unterscheiden sich geringfügig. In Korrelation zu den bestimmten Weibull-Referenz-
spannungen (Tabelle A.3) sind die mit dem modifizierten Modell berechneten Werte et-
was kleiner. Für den Übergangsbereich sind die berechneten Bruchzähigkeiten und deren
Streubereich deutlich zu klein. In [VZ07] wurden für das Material JFL im unbestrahlten Zu-
stand sowie in den Bestrahlungszuständen RH7 Risswiderstandskurven an SE(B)-Proben mit
Charpy-Geometry bei einer Prüftemperatur θ =100◦C aufgenommen. Die für die Hochlage
berechneten Bruchzähigkeiten für ein Risswachstum von ∆a =0,2 mm stimmen quantitativ
und qualitativ gut mit diesen Versuchdaten überein (Abbildung 6.19).

DieMaterial JRQ für das Material JRQ ermittelten Bruchzähigkeiten sind in Tabelle A.6 zusammen-
gefasst. Für den Sprödbruchbereich stimmen die berechneten Werte für das unbestrahlte
Material gut mit Ergebnissen aus Master-Curve Versuchen [VZ07] überein (Abbildung 6.21).
In beiden Bestrahlungszuständen RH7 liegen die berechneten Bruchzähigkeiten nah an der
unteren Grenzkurve der Versuchsdaten (Abbildung 6.22). Im Bestrahlungszustand „RH6“
sowie im Übergangsbereich aller Bestrahlungszustände sind die berechneten Bruchzähigkei-
ten und deren Streubereich deutlich zu klein. Im Gegensatz zum Material JFL sind die für
das modifizierte Beremin-Modell berechneten Bruchzähigkeiten etwas größer als die für das
originale Modell ermittelten. Die für die Hochlage berechneten Bruchzähigkeiten stimmen
gut mit den für das Material bei einer Prüftemperatur θ =220◦C ermittelten Versuchsdaten
[VZ07] überein.

Im SprödbruchbereichZusammen-

fassung
und in der Hochlage der Zähigkeit stimmen alle ermittelten bruch-

mechanischen Kenngrößen gut mit experimentellen Ergebnissen überein, im Übergangsbe-
reich sind die berechneten Bruchzähigkeiten zu klein.

1Abbildungen 6.19 bis 6.22 enthalten die mit Wahrscheinlichkeiten von 5%, 50% und 95% zum Sprödbruch
führenden Bruchzähigkeiten, vergl. Abbildung 5.7

96



6.5 Bruchmechanikparameter

−250 −200 −150 −100 −50 0
0

50

50

100

100

150

150

200

250

300

Temperatur θ/◦C

B
ru

ch
zä

hi
gk

ei
t
K

J
c
/(

M
P
a√

m
)

SPT

KJc,∆a=0,2 SPT

KJc,∆a=0,2 [VZ07]

Master-Curve [VZ07]

(a) unbestrahlt

−250 −200 −150 −100 −50 0
0

50

50

100

100

150

150

200

250

300

Temperatur θ/◦C

B
ru

ch
zä

hi
gk

ei
t
K

J
c
/(

M
P
a√

m
) SPT

KJc,∆a=0,2 SPT

Master-Curve [VZ07]

(b) RH6

Abbildung 6.19: Vergleich berechneter Bruchzähigkeiten mit Versuchsdaten JFL
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Abbildung 6.20: Vergleich berechneter Bruchzähigkeiten mit Versuchsdaten JFL
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Abbildung 6.21: Vergleich berechneter Bruchzähigkeiten mit Versuchsdaten JRQ
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Abbildung 6.22: Vergleich berechneter Bruchzähigkeiten mit Versuchsdaten JRQ
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6.6 Diskussion

Für Berechnete

Kraft-

Verschiebungs-

Kurven

die unbestrahlten Werkstoffe stimmen berechnete und gemessene Kraft-Verschiebungs-
Kurven des SPT gut überein. Dadurch werden die in Abschnitt 5.1 bezüglich der Temperatur-
abhängigkeit der Parameter (Tabelle 5.2) getroffenen Annahmen bestätigt. Die gute Über-
einstimmung der gemessenen und berechneten Kurven kann bei den bestrahlten Materialien
nur teilweise erreicht werden. Deutliche Abweichungen ergeben sich für den Bestrahlungszu-
stand „RH7 fern“ des Materials JFL. Die korrekte Abbildung der aus den experimentellen
Ergebnissen angenommenen Versagensmechanismen in der Simulation kann für dieses Mate-
rial im Bestrahlungszustand „RH7 fern“ bei Raumtemperatur nur für Werte εn < 0,2 erreicht
werden. Dagegen müsste die Neubildung von Hohlräumen bei den Temperaturen -80◦C und
-135◦C deutlich später einsetzen (εn > 0,2). Die Neubildung von Hohlräumen und damit εn
wurden jedoch als temperaturunabhängig angenommen (Tabelle 5.2). Die für die einzelnen
Prüftemperaturen berechneten und gemessenen Kraft-Verschiebungs-Kurven resultierenden
Beiträge zum Gesamtfehler (5.6) gehen gleichwertig ein. Unter diesen Annahmen führt die
Optimierung auf das Minimum des Gesamtfehlers (5.6) bei εn = 0,2 und somit zur feh-
lerhaften Vorhersage der Versagensmechanismen im gesamten Temperaturbereich. Für das
Material JRQ trat zunächst ein ähnliches Ergebnis für den Bestrahlungszustand „RH7 nah“
auf. Es wurde daher versucht, den duktilen Versagenszeitpunkt im Übergangs- und Spröd-
bruchbereich in Richtung höherer Stempelverschiebungen zu verschieben. Dies geschah durch
eine höhere Wichtung der Fehler für die Prüftemperaturen 22◦C und -30◦C gegenüber dem
Fehler bei 70◦C während der Optimierung. Dies führte dazu, dass die Versagensmechanismen
im Spröd- und Übergangsbereich richtig wiedergegeben werden, die duktile Schädigung in der
Hochlage der Zähigkeit jedoch unterschätzt wird (Abbildung 6.13).

Die Bestimmung

der Weibull-

Parameter

Weibull-Parameter σu und m beider implementierter Beremin-Modelle wurden im
Anschluss an die Identifikation der elastoplastischen und duktilen Schädigungsparameter
anhand der Kraft-Verschiebungs-Kurven im Sprödbruch– und Übergangsbereich bestimmt.
Mittels der Maximum-Likelihood-Methode (Abschnitt 5.4) sollte die Sprödbruchwahr-
scheinlichkeit an die experimentelle Verteilung der Bruchereignisse angepasst werden. Für
beide Modelle wurden dabei sehr große Beremin-Moduli m bestimmt, teilweise konvergierte
das Verfahren nicht (in den Tabellen A.3 und A.4 mit „n.k.“ gekennzeichnet).

Abbildung 6.23(b) zeigt die Ursache für dieses Verhalten am Beispiel des unbestrahlten
Stahls JFL: Die Weibull-Spannung σW nimmt zunächst recht schnell zu, verändert sich
aber für Stempelverschiebungen u > 1,5 mm nur noch unwesentlich. Für die Bruchereignisse
bei größeren Stempelverschiebungen bzw. -kräften werden somit annähernd gleiche Weibull-
Spannungen ermittelt, was in einem sehr großen Weibull-Modul m resultiert. Das bedeu-
tet, dass alle Proben bei der gleichen Belastung versagen und somit die statistische Streuung
in ein deterministisches Verhalten übergeht. Abbildung 6.23(b) zeigt weiterhin den Effekt
der Berücksichtigung der Reduzierung von sprödbruchfördernden Teilchen im modifizierten
Beremin-Modell. Der Anstieg der Weibull-Spannung beim originalen Beremin-Modell
in diesem Verschiebungsbereich erklärt sich durch den Zuwachs der maximalen Hauptspan-
nungen σI im weniger geschädigten Bereich der Einschnürungszone (Abbildung 6.24). Da die
Neuentstehung von Hohlräumen im eingeschnürten Bereich der Probe vollständig abgeschlos-
sen ist und somit keine spaltbruchfördernden Einschlüsse mehr vorhanden sind, ändert sich
die Weibull-Spannung nach dem modifizierten Beremin-Modell nicht mehr.
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6 Ergebnisse

DieTemperatur-

und

Bestrahlungs-

einfluss

in Tabellen A.3, A.4 und Abbildungen 6.18(a), 6.18(b) dargestellten Parameter des
originalen wie auch des modifizierten Beremin-Modells weisen sehr deutlich Abhängigkeiten
von Bestrahlungszustand und Prüftemperatur auf. Im Bereich IV der Kraft-Verschiebungs-
Kurve (Abbildung 4.1) besteht in großen Teilen der SPT-Probe ein zweiachsiger Spannungs-
zustand, der durch näherungsweise gleich große 1. und 2. Hauptspannungen gekennzeichnet
ist

σI ≈ σII , σIII ≈ 0. (6.5)

Die Mehrachsigkeit T = −p/q liegt zwischen 0,4 und 0,7. Es treten maximale plastische Ver-
gleichsdehnungen εm von 0,3 bis 0,7 auf. Mit (6.5) ergibt die von Mises Vergleichsspannung

q =

√
1

2

[
(σI − σII)

2 + (σII − σIII)
2 + (σIII − σI)

2
]
≈ σI . (6.6)

Entsprechend (2.62) wird daher die maximale Hauptspannung σI bis zum Einsetzen der
Hohlraumkoaleszenz maßgeblich durch die aktuelle Fließspannung σm (εm) des Materials
bestimmt. Dies äußert sich in den bestimmten Weibull-Referenzspannungen σu beider
Beremin-Modelle. Abbildung 6.23(a) zeigt den nahezu linearen Zusammenhang zwischen er-
mittelten Weibull-Referenzspannungen σu und identifizierten Fließspannungen σm (εm = 0,5).
Der starke Einfluss von Prüftemperatur und Bestrahlungszustand auf die Verfestigungsei-
genschaften des Matrixmaterials (Abbildung 6.16) überträgt sich somit auf die bestimm-
ten Weibull-Referenzspannungen. Besonders deutlich ist der Einfluss der Temperatur auf
die identifizierten Weibull-Referenzspannungen σu: Innerhalb eines Bestrahlungszustandes
verringern sich die bestimmten Weibull-Referenzspannung σu für höhere Prüftemperatu-
ren. Dieses Ergebnis stimmt mit der Temperaturabhängigkeit von experimentell an gekerb-
ten Zugproben ermittelten, zu Spaltbruch führenden Hauptspannungen überein [Gri+99].
Neben weiteren Autoren nutzen u.a. Petti und Dodds [PD05]; Seebich [See07]; Wasiluk
u. a. [Was+06] erfolgreich Temperaturmodifikationen des Beremin-Modells zur Bestimmung
von Bruchzähigkeiten im Übergangsbereich. In diesen Modifikationen wird die Weibull-
Referenzspannung σu als temperaturabhängig modelliert, allerdings nimmt diese für höhere
Temperaturen zu. Auch Tanguy u. a. [Tan+05] verwenden für höhere Temperaturen größere
Weibull-Referenzspannungen, weisen jedoch ausdrücklich darauf hin, dass diese Vorgehens-
weise nicht durch mikromechanische Vorgänge begründet werden kann.

ImBestimmte

Bruch-

zähigkeiten

Sprödbruchbereich und in der Hochlage der Zähigkeit stimmen die berechneten Bruch-
zähigkeiten gut mit experimentellen Ergebnissen überein. Im Übergangsbereich sind die er-
mittelten Werte zu klein. Während gerade im Übergangsbereich große Bereiche der SPT-
Probe plastifiziert werden, sind die hier erreichten maximalen Hauptspannungen recht gering.
Im Vergleich dazu treten in der Bruchmechanikprobe in sehr kleinen Materialvolumina vor
der Rissspitze deutlich höhere Mehrachsigkeiten (T > 3, Abbildung 6.25(a)) auf, was bei glei-
chen Fließspannungen zu wesentlich größeren maximalen Hauptspannungen führt. Dement-
sprechend werden auch größere Weibull-Spannungen σW erreicht (Abbildung 6.25(b)).

Durch Verwendung der in [Ber+99b] vorgeschlagenen Modifikation des Beremin-Modells
wurde in Verbindung mit dem entwickelten nichtlokalen duktilen Schädigungsmodell der Ein-
fluss von duktiler Schädigung auf die Sprödbruchwahrscheinlichkeit berücksichtigt. Durch die
Neuentstehung von Hohlräumen werden Spaltbruchinitiierungsstellen reduziert, was sich un-
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6.6 Diskussion

mittelbar auf die Wahrscheinlichkeit für Sprödbruch auswirkt. Die Verwendung der Modifika-
tion nach Bernauer zusammen mit dem in dieser Arbeit entwickelten nichtlokalen duktilen
Schädigungsmodell wirkt sich auf die für die CT-Probe berechneten Weibull-Spannungen
σW nur unwesentlich aus (Abbildung 6.25(b)).

Die aus den Kraft-Verschiebungs-Kurven des SPT ermittelten Weibull-Parameter las-
sen sich im Übergangsbereich nicht auf die Bruchmechanikprobe übertragen. Die berechneten
Bruchzähigkeiten sind deutlich kleiner als die experimentell ermittelten Werte. Es ist daher
fraglich, ob die im Beremin-Modell getroffenen Annahmen ausreichend sind, um Größenef-
fekt und Einfluss von Mehrachsigkeit abzubilden. Insbesondere Weakest link

Annahme
die Annahme des Versagens

der gesamten Struktur durch das instabile Risswachstum eines Mikrorisses (weakest link An-
nahme) scheint gerade im Übergangsbereich für die Bruchmechanikprobe nicht gerechtfertigt.
In der SPT-Probe sind zum Versagenszeitpunkt in großen Teilen des Probenquerschnitts an-
nähernd gleich hohe Hauptspannungen. Im Gegensatz dazu treten in der CT-Probe nur in
einem sehr kleinen Materialvolumen unmittelbar vor der Rissspitze (Abbildung 6.25(a)) ho-
he Spannungen auf. Es ist daher denkbar, dass in diesem Bereich lokal Spaltbruch initiiert,
was durch die in dieser Arbeit verwendeten Beremin-Modelle korrekt beschrieben wird. Al-
lerdings muss dies nicht zum instabilen Risswachstum führen: In [Dzi+10; Lin+09; Nei+10]
wird gezeigt, dass im spröd-duktilen Übergangsbereich auch eine Folge von Spaltbruch und
duktilem Rissfortschritt (sog. „pop-in“) als stabiles Risswachstum auftreten kann.
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lung der Weibull-Spannung in der SPT-Probe
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abbildung 6.24: Maximale Hauptspannung (σI > 0, links) und Porosität f (rechts) in der SPT-
Probe (JFL unbestrahlt, -175◦C). Von oben nach unten: Stempelverschiebungen
uS = [1,5; 2,0; 2,5] mm
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7 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war die vollständige Charakterisierung des Bruchverhaltens ferritischer
Reaktorstähle in der Hoch– und Tieflage der Zähigkeit sowie im Übergangsbereich unter
Verwendung des Small-Punch-Tests.

Hierfür wurde zunächst ein nichtlokaler Ansatz zur Beschreibung der duktilen Schädigung
auf Basis des Gurson-Tvergaard-Needleman-Modells entwickelt und für das Finite-
Elemente-Programm Abaqus implementiert, um die Übertragbarkeit der Modellparameter
durch eine netzunabhängige Formulierung zu sichern.

Für die Auswertung der Versuche mit sprödem Materialversagen im Übergangsbereich und
in der Tieflage der Zähigkeit wurde eine Modifikation des Beremin-Modells implementiert.
Diese berücksichtigt in Verbindung mit dem duktilen Schädigungsgesetz die Reduzierung der
spaltbruchfördernden harten Einschlüsse durch die Neubildung von Hohlräumen.

Die Identifikation der Modellparameter erfolgte durch Simulation des Small-Punch-Tests
mit Hilfe der Finiten Elemente Methode und Anpassung der berechneten an die im Versuch
gemessenen Kraft-Verschiebungs-Kurven. Auf diese Weise wurden die Fließkurven und Pa-
rameter der implementierten Modelle zur Beschreibung des Spaltbruchs und der duktilen
Schädigung durch Auswertung der Versuchsdaten für zwei ferritische Reaktorstähle JFL und
JRQ bestimmt. Die untersuchten Stähle lagen im bestrahlten und unbestrahlten Zustand
vor. Die Versuchsreihen deckten vollständig den Bereich der Zähigkeit für beide Stähle ab.

Unter Verwendung der bestimmten Fließkurven und Schädigungsparameter wurden Bruch-
zähigkeiten allein durch numerische Berechnung des Spannungs- und Verformungszustandes
in Bruchmechanikproben gewonnen. Diese wurden mit experimentellen Ergebnissen vergli-
chen. Alle bestimmten Materialkennwerte geben qualitativ und quantitativ den Einfluss von
Temperatur und Bestrahlungsgzustand wieder. Sehr genau ließen sich Fließkurven- bzw. Ver-
festigungsparameter quantifizieren. Im Sprödbruchbereich stimmen die für einen Werkstoff
berechneten Bruchzähigkeiten in allen Bestrahlungszuständen gut mit experimentellen Er-
gebnissen an echten bruchmechanischen Referenzproben überein. Die für die Hochlage be-
rechneten Kennwerte sind vergleichbar mit Ergebnissen aus Risswiderstandskurven.

Durch die Arbeit wurde die gute Eignung dieses Kleinstprobenversuches nachgewiesen und
eine effiziente Methodik zur Materialcharakterisierung im spröd-duktilen Übergangsbereich
entwickelt. Der Small-Punch-Test stellt somit eine wertvolle Ergänzung zu bestehenden Prüf-
verfahren an klassischen Zug- und Bruchmechanikproben dar und bietet Vorteile, wenn nur
ein geringes Materialvolumen verfügbar ist oder die Durchführbarkeit der Experimente durch
die Strahlendosis begrenzt wird.

In Ausblickdieser Arbeit wurde ein Teil der in ferritischen Stählen auftretenden versagensrelevan-
ten mikromechanischen Effekte, die duktile Schädigung, modelliert. Mit der Bestimmung
der Weibull-Spannung fand lediglich eine nachfolgende auswertende Beurteilung der Spalt-
bruchwahrscheinlichkeit statt. Zur Vorhersage von bruchmechanischen Kennwerten durch
numerische Simulation von Bruchmechanikversuchen wurde im Übergangsbereich der Zä-
higkeit angenommen, dass das instabile Risswachstum eines Mikrorisses zum Versagen der
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gesamten Probe führt (weakest link Annahme). Der Vergleich der so ermittelten Bruchzähig-
keiten mit experimentellen Ergebnissen sowie die Analyse der Spannungszustände in SPT–
und Bruchmechanikprobe zeigen, dass die Annahme des weakest link im Übergangsbereich
nicht gerechtfertigt ist. Vielmehr müssen Spaltbruchereignisse konkurrierend zur duktilen
Schädigung modelliert werden. Dies bedingt die Verwendung einer sehr feinen Vernetzung im
Bereich der Rissspitze, um die dort auftretenden hohen Spannungsgradienten abzubilden. Das
in dieser Arbeit entwickelte nichtlokale duktile Schädigungsmodell bietet aufgrund der nach-
gewiesenen Netzunabhängigkeit die Möglichkeit, ein vollständig gekoppeltes Problem zu lösen,
in dem neben der duktilen Schädigung auch Spaltbruchereignisse bereits in der Simulation be-
rücksichtigt werden können. Erste erfolgversprechende Untersuchungen dieser Vorgehensweise
wurden am Institut für Mechanik und Fluiddynamik bereits durchgeführt. So zeigt Hütter
[Hü12] qualitativ, dass ein sog. „pop-in“ abgebildet werden kann, wenn Kohäsivzonenelemen-
te zur Modellierung des Spaltbruchs in Kombination mit dem in dieser Arbeit entwickelten
nichtlokalen duktilen Schädigungsmodell verwendet werden. Spaltbruchereignisse sind dabei
durch deterministische Größen des Kohäsivgesetzes bestimmt. Es ist vorstellbar, dass die in
ferritischen Stählen auftretende Verteilung von Mikrorissen und der damit einhergehende sta-
tistische Charakter von Werkstoffkennwerten durch eine geeignete Variation der Parameter
des Kohäsivgesetzes abgebildet werden können. Somit ist die Ableitung eines modifizierten
Beremin-Modells denkbar, welches Spaltbruch nicht mit instabilem Risswachstum gleich-
setzt, sondern unter Berücksichtigung von statistisch verteilten Mikrorissen bereichsweise
Materialausfall zulässt.
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Anhang

A.1 FEM Implementierung

A.1.1 Anfangsspannungsmatrix

Die Größe G in (3.331) berücksichtigt die nichtlinearen Anteile der Verschiebungs-Verzerrungsbeziehung
und wird entsprechend

G = (∇Nu)TŜ (∇Nu) = BnlTŜBnl (A.1)

Bnl =
[
Bnl

1 Bnl
2 . . . Bnl

8

]
, Ŝ =




Ŝ1

Ŝ2

. . .

Ŝ8


 (A.2)

Bnl
i =








f qi,x1
0

f qi,x2
0

0 f qi,x1

0 f qi,x2




EVZ




f qi,x1
0

f qi,x2
0

f qi /r 0

0 f qi,x1

0 f qi,x2




RSZ

, Ŝi =








σ11 σ12 0 0

σ21 σ22 0 0

0 0 σ11 σ12

0 0 σ21 σ22




EVZ




σ11 σ12 0 0 0

σ21 σ22 0 0 0

0 0 σ33 0 0

0 0 0 σ11 σ12

0 0 0 σ21 σ22




RSZ

(A.3)

gebildet.

A.1.2 Integration des Materialgesetzes

Gleichung (3.55) lässt sich Mit H1 = f , H2 = εm, h1 und h2 aus (3.557,3.558)

h1 = (1− f)∆εp +A(εm)∆εm (A.41)

h2 =
−∆εpp+∆εqq

(1− f)σm(εm)
(A.42)

zu

G1 : F (p(∆εp),q(∆εq),H1,H2) = 0 (A.51)

G2 : ∆εp
∂F
∂q

+∆εq
∂F
∂p

= 0 (A.52)

Hi : −∆Hi + hi (p(∆εp),q(∆εq),∆εp,∆εq,Hj) = 0 (A.53)
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umschreiben. Die iterative Lösung von (3.55) erfolgt damit nach Linearisierung

Gi +
∂Gi

∂∆εp
Nεp +

∂Gi

∂∆εq
Nεq +

∂Gi

∂Hj
dHj = 0 (A.6)

und wiederholte Berechnung der Verbesserung

∆εp = ∆εp + Nεp (A.71)

∆εq = ∆εq + Nεq (A.72)

durch Lösen des aus (A.6) folgenden linearen Gleichungssystems

A11Nεp +A12Nεq = r1 (A.81)

A21Nεp +A22Nεq = r2 (A.82)

mit ri aus den linken Seiten von (A.51,A.52), bis ri ≈ 0 erreicht wird. Mit

dHi = −
(
∂Hj

∂Hi

)−1 [ ∂hj
∂∆εp

d∆εp +
∂hj
∂∆εq

d∆εq

]
(A.9)

und

dHi =
∂Hi

∂∆εp
Nεp +

∂Hi

∂∆εq
Nεq +

∂Hi

∂Hj
dHj = 0 (A.10)
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A.1 FEM Implementierung

sind die in (A.8) verwendeten Konstanten:

A11 =
∂F
∂p

K +
∂F
∂H1

[
∂h1

∂p
K + ∂h1

∂∆εp

1− ∂h1

∂H1

+

∂h2

∂p
K + ∂h2

∂∆εp

− ∂h2

∂H1

]

+
∂F
∂H2

[
∂h1

∂p
K + ∂h1

∂∆εp

− ∂h1

∂H2

+

∂h2

∂p
K + ∂h2

∂∆εp

1− ∂h2

∂H2

] (A.111)

A12 = −3
∂F
∂q

G+
∂F
∂H1

[
−3∂h1

∂q
G+ ∂h1

∂∆εq

1− ∂h1

∂H1

+
−3∂h2

∂q
G+ ∂h2

∂∆εq

− ∂h2

∂H1

]

+
∂F
∂H2

[
−3∂h1

∂q
G+ ∂h1

∂∆εq

− ∂h1

∂H2

+
−3∂h2

∂q
G+ ∂h2

∂∆εq

1− ∂h2

∂H2

] (A.112)

A21 =
∂F
∂q

+K

(
∆εp

∂2F
∂q∂p

+∆εq
∂2F
∂2q

)

+

(
∆εp

∂2F
∂q∂H1

+∆εq
∂2F
∂p∂H1

)[ ∂h1

∂p
K + ∂h1

∂∆εp

1− ∂h1

∂H1

+

∂h2

∂p
K + ∂h2

∂∆εp

− ∂h2

∂H1

]

+

(
∆εp

∂2F
∂q∂H2

+∆εq
∂2F
∂p∂H2

)[ ∂h1

∂p
K + ∂h1

∂∆εp

− ∂h1

∂H2

+

∂h2

∂p
K + ∂h2

∂∆εp

1− ∂h2

∂H2

]
(A.113)

A22 =
∂F
∂p

− 3G

(
∆εp

∂2F
∂2q

+∆εq
∂2F
∂p∂q

)

+

(
∆εp

∂2F
∂q∂H1

+∆εq
∂2F
∂p∂H1

)[−3∂h1

∂q
G+ ∂h1

∂∆εq

1− ∂h1

∂H1

+
−3∂h2

∂q
G+ ∂h2

∂∆εq

− ∂h2

∂H1

]

+

(
∆εp

∂2F
∂q∂H2

+∆εq
∂2F
∂p∂H2

)[−3∂h1

∂q
G+ ∂h1

∂∆εq

− ∂h1

∂H2

+
−3∂h2

∂q
G+ ∂h2

∂∆εq

1− ∂h2

∂H2

]
.

(A.114)

A.1.3 Konstanten des Linearisierungsmoduls

A11 = −
[
∂F
∂q

+ wij
∂hj
∂∆εp

(
∆εp

∂2F
∂q∂Hi

+∆εq
∂2F
∂p∂Hi

)]
(A.121)

A12 = −
[
∂F
∂p

+ wij
∂hj
∂∆εq

(
∆εp

∂2F
∂q∂Hi

+∆εq
∂2F
∂p∂Hi

)]
(A.122)

A21 = − ∂F
∂Hi

wij
∂hj
∂∆εp

(A.123)

A22 = − ∂F
∂Hi

wij
∂hj
∂∆εq

(A.124)
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B11 = −1

3

[
wij

∂hj
∂p

(
∆εp

∂2F
∂q∂Hi

+∆εq
∂2F
∂p∂Hi

)
+∆εp

∂2F
∂q∂p

+∆εq
∂2F
∂2p

]
(A.131)

B12 =

[
wij

∂hj
∂q

(
∆εp

∂2F
∂q∂Hi

+∆εq
∂2F
∂p∂Hi

)
+∆εp

∂2F
∂2q

+∆εp
∂2F
∂q∂p

]
(A.132)

B21 = −1

3

(
∂F
∂p

+
∂F
∂Hi

wij
∂hj
∂p

)
(A.133)

B22 =

(
∂F
∂q

+
∂F
∂Hi

wij
∂hj
∂q

)
(A.134)

E1 =

[
wij

∂hj
∂∆εp

(
∆εp

∂2F
∂q∂Hi

+∆εq
∂2F
∂p∂Hi

)]
(A.141)

E2 =
∂F
∂Hi

wij
∂hj
∂∆εp

(A.142)

∆ = (A11 + 3KB11) (A22 + 3GB22)− (A21 + 3KB21) (A12 + 3GB12) (A.15)

wij =

(
δij −

∂hi
∂Hj

)−1

(A.16)

C11 =
1

∆
[B11 (A22 + 3GB22)−B21 (A12 + 3GB12)] (A.171)

C12 =
1

∆
[B12 (A22 + 3GB22)−B22 (A12 + 3GB12)] (A.172)

C21 =
1

∆
[B21 (A11 + 3KB11)−B11 (A21 + 3KB21)] (A.173)

C22 =
1

∆
[B22 (A11 + 3KB11)−B12 (A21 + 3KB21)] (A.174)

F1 =
1

∆
[E1 (A22 + 3GB22)− E2 (A12 + 3GB12)] (A.181)

F2 =
1

∆
[E2 (A11 + 3KB11)− E1 (A21 + 3KB21)] (A.182)
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d0 = 2G
q

qtrial
(A.191)

d1 =

(
K − 2G

3

q

qtrial

)
− 3K2C11 (A.192)

d2 = 4G2

(
∆εq
qtrial

− C22

)
(A.193)

d3 = −2KGC12 (A.194)

d4 = −6KGC21 (A.195)

d̃0 = 3KC11 (A.196)

d̃1 = 2GC12 (A.197)

g0 = −KF1 (A.198)

g1 = −2GF2 (A.199)

Alle übrigen Ausdrücke (di,Aij ,Bij ,Cij ,wij ,∆) sind mit den in [Zha95] angegebenen identisch.

A.1.4 Ableitungen der Materialgleichungen

Es werden die Abkürzungen

ch = cosh

(
−3

2
q2

p

σm

)
(A.201)

sh = sinh

(
−3

2
q2

p

σm

)
(A.202)

f∗,f =
∂f∗

∂f
=





1 f ≤ fc

κ fc < f ≤ ff

0 ff < f

(A.203)

km =
∂σm
∂εm

(A.204)

verwendet.

Ableitungen der Fließfunktion

FGTN =

(
q

σm

)2

+ 2q1f
∗ cosh

(
−3

2
q2

p

σm

)
−
(
1 + (q1f

∗)2
)
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∂F
∂q

=
2q

σ2m
(A.211)

∂F
∂p

= −3q1q2f
∗

σm
sh (A.212)

∂2F
∂2q

=
2

σ2m
(A.213)

∂2F
∂2p

=
9

2

q1q
2
2f

∗

σ2m
ch (A.214)

∂2F
∂p∂q

=
∂2F
∂q∂f

= 0 (A.215)

∂F
∂f

= 2f∗,f (q1ch− q3f
∗) (A.216)

∂F
∂εm

=
1

σ2m
km

(
3q1q2pf

∗sh− 2q2

σm

)
(A.217)

∂2F
∂q∂εm

= −km
4q

σ3m
(A.218)

∂2F
∂p∂f

= −f∗,f
3q1q2
σm

sh (A.219)

∂2F
∂p∂εm

= km
3q1q2f

∗

σ2m

(
sh− 3

2
q2

p

σm
ch

)

(A.2110)

Ableitungen der Evolutionsgleichungen

h1 = (1− f)∆εp +A(εm)∆εm

h2 = ∆εm =
∆εqq −∆εpp

(1− f)σm(εm)

∂h1
∂q

=
A∆εq

(1− f)σm
(A.221)

∂h1
∂p

=
−A∆εp

(1− f)σm
(A.222)

∂h1
∂f

=
A∆εm
(1− f)

−∆εp (A.223)

∂h1
∂εm

= A∆εm
εn − εm
s2n

(A.224)

∂h1
∂∆εq

=
Aq

(1− f)σm
(A.225)

∂h1
∂∆εp

=
−Ap

(1− f)σm
(A.226)

∂h1
∂∆εp

= (1− f) (A.227)

∂h2
∂q

=
∆εq

(1− f)σm
(A.228)

∂h2
∂p

=
−∆εp

(1− f)σm
(A.229)

∂h2
∂f

=
∆εm

(1− f)
(A.2210)

∂h2
∂εm

= −∆εm
km
σm

(A.2211)

∂h2
∂∆εq

=
q

(1− f)σm
(A.2212)

∂h2
∂∆εp

=
−p

(1− f)σm
(A.2213)

∂h2
∂∆εp

= 0 (A.2214)

A.2 Ergebnisse der Parameterbestimmung
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Abbildung A.1: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JFL unbestrahlt
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Abbildung A.2: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JFL unbestrahlt
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Abbildung A.3: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JRQ unbestrahlt
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Abbildung A.4: Gemessene und berechnete Kraft-Verschiebungs-Kurven JRQ unbestrahlt
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A.2 Ergebnisse der Parameterbestimmung

θ σ1/MPa σ2/MPa σ3/MPa k εL

unbestrahlt 22◦C 475 240 945 24 0,0049
-80◦C 522 330 1151 19 0,0046

-105◦C 570 463 1355 15 0,0066
-125◦C 600 521 1451 20 0,0127
-135◦C 678 599 1553 20 0,0238
-150◦C 693 582 1609 15 0,0207
-175◦C 745 306 1460 27 0,0170
-185◦C 812 200 1390 30 0,0050

RH6 22◦C 483 274 920 29 0,0125
-80◦C 513 386 1118 30 0,0161

-135◦C 629 528 1415 22 0,0197

RH7 fern (cf) 22◦C 595 288 1047 20 0,0238
-80◦C 596 340 1143 29 0,0146

-135◦C 649 536 1415 29 0,0180

RH7 nah (cn) 22◦C 611 287 1085 30 0,0280
-80◦C 683 311 1166 30 0,0236

-135◦C 676 429 1415 27 0,0148

Tabelle A.1: Identifizierte Fließkurvenparameter JFL

θ σ1/MPa σ2/MPa σ3/MPa k εL

unbestrahlt 22◦C 517 285 940 23 0,0283
-30◦C 522 278 985 28 0,0168
-50◦C 541 346 1068 27 0,0221
-70◦C 565 319 1046 25 0,0273

-100◦C 592 541 1300 30 0,0291
-120◦C 620 600 1417 22 0,0300
-140◦C 677 472 1412 21 0,0300
-150◦C 714 600 1522 21 0,0300

RH6 -30◦C 717 301 1203 30 0,0244
-70◦C 632 212 1173 30 0,0179

-120◦C 751 289 1336 29 0,0216

RH7 fern (cf) 22◦C 716 200 1121 30 0,0293
-30◦C 795 200 1175 30 0,0191
-70◦C 837 200 1171 29 0,0095

RH7 nah (cn) 70◦C 748 200 1050 30 0,0282
22◦C 799 213 1112 26 0,0257

-30◦C 844 200 1231 30 0,0061

Tabelle A.2: Identifizierte Fließkurvenparameter JRQ
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Anhang

JFL θ σu, σu 90% m, m 90% σu, σu 90% (m =30)

originales Beremin-Modell

unbestrahlt -105◦C 1232, 1228–1236 161, 101–211 1447, 1422–1473
-125◦C 1380, 1367–1393 81, 40–113 1556, 1517–1597
-135◦C 1422, –1 85, –1 1628, –1

-150◦C 1513, 1502–1524 84, 48–113 1715, 1681–1751
-175◦C 1491, 1483–1499 102, 62–134 1730, 1699–1762
-185◦C n.k. n.k. 1728, 1674–1787

RH6 -80◦C n.k. n.k. 1192, 1149–1242
-135◦C 1237, 1234–1239 207, 143–262 1472, 1452–1493

RH7 fern -80◦C –2 –2 –2

-135◦C n.k. n.k. 1440, 1420–1461

RH7 nah -80◦C –2 –2 –2

-135◦C 1246, 1245–1248 403, 275–512 1507, 1486–1530

modifiziertes Beremin-Modell

unbestrahlt -105◦C 1243, 1236–1250 91, 57–119 1395, 1371–1420
-125◦C 1288, 1282–1295 155, 77–215 1508, 1471–1548
-135◦C 1324, –1 160, –1 1564, –1

-150◦C 1453, 1445–1462 105, 60–140 1658, 1624–1692
-175◦C 1489, 1481–1498 101, 62–133 1726, 1695–1758
-185◦C n.k. n.k. 1725, 1672–1784

RH6 -80◦C – – 1171, 1129–1221
-135◦C 1245, 1240–1250 107, 74–135 1428, 1408–1448

RH7 fern -80◦C –2 –2 –2

-135◦C n.k. n.k. 1394, 1375–1414

RH7 nah -80◦C –2 –2 –2

-135◦C 1241, 1240–1243 407, 278–517 1476, 1455–1498
1 Die Anzahl der Versuche ist zu gering für die Angabe eines Vertrauensintervalls.
2 Die berechneten Kraft-Verschiebungs-Kurven liegen unterhalb der gemessenen Kraftwerte bei Probenver-

sagen, eine Bestimmung der Weibull-Parameter ist nicht möglich.
n.k. – Keine Konvergenz der Maximum-Likelihood-Methode-Methode

Tabelle A.3: Identifizierte Weibull-Parameter JFL ([σu ]=MPa)
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A.2 Ergebnisse der Parameterbestimmung

JRQ θ σu, σu 90% m, m 90% σu, σu 90% (m =30)

originales Beremin-Modell

unbestrahlt -100◦C 1077, –1 222, –1 1276, –1

-120◦C n.k. n.k. 1381, –1

-140◦C n.k. n.k. 1483, –1

-150◦C n.k. n.k. 1510, –1

RH6 -70◦C 1108, 1105–1112 133, 91–169 1312, 1293–1331
-120◦C 1307, 1301–1313 88, 61–111 1509, 1488–1531

RH7 fern -30◦C 1145, 1139–1150 93, 64–118 1340, 1321–1359
-70◦C 1256, 1248–1265 65, 44–82 1423, 1402–1444

RH7 nah 22◦C 1096, 1092–1100 133, 88–170 1314, 1294–1335
-30◦C 1203, 1202–1205 377, 257–478 1474, 1453–1496

modifiziertes Beremin-Modell

unbestrahlt -100◦C 1125, –1 106, –1 1311, –1

-120◦C n.k. n.k. 1433, –1

-140◦C n.k. n.k. 1491, –1

-150◦C n.k. n.k. 1538, –1

RH6 -70◦C 1115, 1111–1120 99, 67–126 1288, 1269–1307
-120◦C 1352, 1341–1363 53, 37–67 1480, 1459–1501

RH7 fern -30◦C 1148, 1141–1154 77, 53–98 1320, 1301–1339
-70◦C 1258, 1249–1267 59, 41–75 1407, 1387–1428

RH7 nah 22◦C 1102, 1097–1107 101, 67–129 1299, 1279–1320
-30◦C 1209, 1206–1211 208, 142–264 1456, 1435–1478

1 Die Anzahl der Versuche ist zu gering für die Angabe eines Vertrauensintervalls.
n.k. – Keine Konvergenz der Maximum-Likelihood-Methode-Methode

Tabelle A.4: Identifizierte Weibull-Parameter JRQ ([σu ]=MPa)
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Anhang

θ KJc,5% KJc,50% KJc,95% KJc,∆a=0,2 Jc,∆a=0,2

unbestrahlt 22◦C – – – 240 251
-80◦C – – – 259 291

-105◦C 31/27 44/38 54/46 – –
-125◦C 44/38 56/52 65/61 – –
-135◦C 38/31 54/46 65/54 – –
-150◦C 44/38 61/54 73/65 – –
-175◦C 36/36 48/48 57/54 – –
-185◦C 29/29 36/36 42/42 – –

RH6 22◦C – – – 218 205
-80◦C 31/19 44/21 54/23 – –

-135◦C 25/23 36/34 42/40 – –

RH7 fern (cf) 22◦C – – – 212 194
-80◦C – – – – –

-135◦C 27/25 38/34 44/40 – –

RH7 nah (cn) 22◦C – – – 214 199
-80◦C – – – – –

-135◦C 29/27 38/36 46/42 – –

Tabelle A.5: Bestimmte bruchmechanische Kennwerte JFL ([KJc ]=MPa
√

m, [Jc]=N/mm, Werte für
Spaltbruch: originales/modifiziertes Beremin-Modell)

θ KJc,5% KJc,50% KJc,95% KJc,∆a=0,2 Jc,∆a=0,2

unbestrahlt 22◦C – – – 213 196
-30◦C – – – 222 213
-50◦C – – – 228 226
-70◦C – – – 225 220

-100◦C 23/25 31/34 38/42 – –
-120◦C 27/29 36/44 46/54 – –
-140◦C 27/27 38/38 46/46 – –
-150◦C 27/27 34/36 42/44 – –

RH6 -30◦C – – – 230 228
-70◦C 21/19 25/23 29/27 – –

-120◦C 25/23 29/29 36/34 – –

RH7 fern 22◦C – – – 227 224
-30◦C 19/19 21/21 23/23 – –
-70◦C 21/21 23/25 25/27 – –

RH7 nah 70◦C – – – 227 224
22◦C 19/19 21/21 23/23 – –

-30◦C 21/21 25/25 27/27 – –

Tabelle A.6: Bestimmte bruchmechanische Kennwerte JRQ ([KJc ]=MPa
√

m, [Jc]=N/mm, Werte für
Spaltbruch: originales/modifiziertes Beremin-Modell)
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