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1 Einleitung

Die genaue Abbildung des Verhaltens von technischen Spulen (ber einen weiten Frequenz-
bereich ist fir eine prazise Modellierung von technischen Maschinen notwendig. Technische
Spulen mit einem ferromagnetischen Kern zeigen andere Eigenschaften als ideale Spulen [1, 2].
Dies ist auf die Wirbelstromverluste, Hystereseverluste und ab einem bestimmten Frequenz-
bereich auftretenden Skineffektverlusten zuriickzufiihren.

In diesem Beitrag werden zwei Verfahren der Modellierung von technischen Spulen, das klas-
sische Modell und das fraktionale Modell, miteinander verglichen. Fir beide Modelle werden
die Parameter anhand der Methode der kleinsten Fehlerquadrate (MKQ) identifiziert. Die ge-
wonnenen Ergebnisse werden an Messungen validiert. Im Falle des fraktionalen Modells kon-
nen die Parameter nicht direkt gemessen werden. Deshalb wird im Beitrag eine Moglichkeit
der Systemanalyse dargestellt, diese Parameter aus den Parametern des klassischen Modells

abzuleiten.

2 Grundlagen der fraktionalen Modellierung

Im Allgemeinen hat ein fraktionaler Operator die Notation ,D¢ f(¢) wobei o € R eine nicht-
ganzzahlige differentielle bzw. integrale Ordnung ist. c und ¢t € R sind die untere und obere
Grenze des Operators und f(t) die Funktion, auf die der Operator angewendet wird [3]. In
ihrer einfachsten Form wird der fraktionale Operator ohne Grenzen geschrieben, d.h. D* f(¢),
was dann bedeutet, dass die untere Grenze a = 0 und die obere Grenze t die unabhangige
Variable sind.

Es ist langwierig, die fraktionalen Differentialgleichungen (FDGL) im Zeitbereich zu l6sen, statt-

dessen kdnnen sie im Frequenzbereich mit Laplace- oder Fourier-Transformation

,C{Daf(t)} - LOO 51D f(t) dt = s° F(s) (1)
oo} = [ e 0wt = o) i) @)

gelost werden. Die Anfangsbedingungen sind in Gl. (1) mit Null gewahlt [4]. Fast alle nume-
rischen Berechnungen von FDGL in diesem Beitrag werden im Frequenzbereich mit Fourier-

Transformation durchgefiihrt.
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3 Modellierung einer technischen Spule

Um eine technische Spule effizient zu modellieren, missen alle Arten von Verlusten die auftre-
ten kénnen, bericksichtigt werden. Wie in Abb. 1 dargestellt, ordnet man ihnen entsprechen-
de Grundelemente zu. Die ohmschen Verluste werden durch den Kupferverlustwiderstand der
Wicklungen R, dargestellt, der in Reihe zu der idealen Induktivitat L verschaltet ist. Die ge-
samten Kernverluste, die aus Hysterese-, Wirbelstrom- und zuséatzlichen anomalen Verlusten
bestehen, fihren zur Erwarmung des Kernmaterials. Kernverluste werden in der Regel durch
einen Kernverlustwiderstand R [2] oder aber, durch einen Widerstand R in Reihe zu einer In-
duktivitat Lc verschaltet [5], dargestellt. Treten Frequenzen auf, die nahe der Eigenresonanzfre-
quenz f; sind (ca. eine Dekade entfernt), muss man die parasitare Kapazitat C, beriicksichtigen,
die sich auf die Gesamtimpedanz der Spule auswirkt.

Infolgedessen wird zur Modellierung technischer Spulen auf Grundlage der erforderlichen Ge-
nauigkeit sowie des verwendeten Frequenzbereichs eines der klassischen Ersatzschaltbilder
(ESB) unter den in Abb. 1 angegebenen, ausgewahlt [2].
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Abbildung 1: Klassische Modellierung einer technischen Spule
(a) mit einem Kupferverlustwiderstand
(b) mit einem zusatzlichen Kernverlust- Widerstand bzw. Scheinwiderstand
(c) mit einer parasitaren Kapazitat C,, (erforderlich wenn f > f;,/10).

Fir den Fall der fraktionalen Modellierung einer technischen Spule wird das gleiche Prinzip wie
bei der klassischen Modellierung verwendet. Allerdings ist der Kernverlustwiderstand R¢ nicht
mehr Teil des Ersatzschaltbildes. Stattdessen spiegelt die Ordnung der fraktionalen Ableitung
« die Menge der Kernverluste innerhalb der Spule wider. Eine Ordnung in der Nahe von eins
entspricht kleinen Kernverlusten. Je starker die Ordnung gegen Null geht, desto gréRBer werden
die Kernverluste.

Wie bei der klassischen Modellierung muss bei Frequenzen nahe der Eigenresonanzfrequenz
fo die fraktionale parasitdre Kapazitat Cs im Ersatzschaltbild enthalten sein. Abb. 2 zeigt die
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verschiedenen fraktionalen Modelle, je nach erforderlicher Genauigkeit und verwendetem Fre-
qguenzbereich.
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Abbildung 2: Fraktionale Modellierung einer technischen Spule
(a) anwendbar wenn wlL << Rgy
(b) mit einem Kupferverlustwiderstand
(c) mit einer zusatzlichen fraktionalen parasitaren Kapazitdt C's.

Die unbekannten Parameter des gewiinschten Ersatzschaltbildes werden mit Hilfe der MKQ

gewonnen.

4 Parameteridentifikation
4.1 Methodik

Die Bestimmung der Ersatzschaltbild-Parameter
* Ry, Re, L, Gy fiir das klassische Modell gemaR Abb. 1c
* Rey, Lo, Cp, o, B fiir das fraktionale Modell gemaR Abb. 2c

ist in Abb. 3 dargestellt und wird im Folgenden naher beschrieben.

Im Schritt (1) werden gemaR der Versuchsanordnung, s. Abschnitt 4.3, die Eingangsspannung
u(t) und die Ausgangsspannung ugy (t) gemessen und im Schritt (2) mit Hilfe der DFT in den
Frequenzbereich gewandelt. Es entstehen U(jw) bzw. Ugy,(jw). Beispielsweise zeigt Abb. 4
das Frequenzspektrum der Eingangs- und Ausgangsspannungen fiir eine einzelne Messung bei
einer Frequenz von 100 Hz.

Im Schritt (3) kann dann die Impedanz Z, (jw)meas im Frequenzbereich nach

_ RBw-U(jw)
I(jw) Ugm(jw)

ZL<jW)meas = - RM (3)

Imit Matlab-Funktion fft realisiert
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Schritt (1) [

from LTT24
u(t), ugm(t)
where fi, = 1Hz...1MHz

|

Schritt (2)

l
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Schritt (4)

Abbildung 3: Schema zur Identifizierung der unbekannten Parameter der Modelle.

I(jw) = Ly (jw) = L)
Z(jw) = 942

Z,(jw) = Z(jw) — Bm

ZL(]’UJ)measv ZL(jW)modeI

}

e;r:%

zdata = 27 - fiy
ydata = Z,(j - vdata)meas

model = Z,(j - xdata)model
2

(ydata — model(p, acdata))

min (err)
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z.B. fuir das klassische Modell
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Abbildung 4: Umwandlung der resultierenden Messungen von LTT24 mit DFT in Frequenzbereich

(a) u(t) and ugm(t) bei einer Frequenz von 100 Hz

(b) und (c) Amplitude und Phasenspektrum von Eingangs- und Ausgangssignalen.
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berechnet werden. Im Falle einer Speisefrequenz von 100 Hz ergibt sich die Impedanz der Ver-
suchsspule zu Z, (jw)meas = 31.39Q + j77.96(2, was Rey, = 31.39Q und L = 124.1mH
entspricht.

SchlieRlich werden im Schritt (4) die unbekannten Parameter des Modells mit der MKQ? iden-
tifiziert. Eingangsvektoren fiir die MKQ sind Z, (jw)meas Und Z, (jw)model €Ntsprechend des ver-

wendeten Ersatzschaltbildes.

4.2 \Validierung der Identifikationsergebnisse

4.2.1 Klassisches Modell

Die Validierung der identifizierten Ersatzschaltbild-Parameter fir das klassische Modell erfolgt
durch

e den Vergleich mit den gemessen Parametern R¢,, L, C, bei einer Messfrequenz von
50 Hz.

e den Vergleich der gemessenen Impedanz, s. Gl. (3), mit der aus den identifizierten Para-

metern hochgerechneten Impedanz.

Der Vergleich der Impedanzen wurde lber den gesamten Frequenzbereich erstellt.

4.2.2 Fraktionales Modell

Im Falle des fraktionalen Modelles ist die Messung der Parameter L,, Cs, «, 3 nicht moglich.
Deshalb wird der folgende Weg vorgeschlagen. Nach [6] kann man die fraktionale Induktivitat
L., mit der MaReinheit [H* = Vs*A~!] durch

La = (4)

darstellen. In Analogie dazu kann man die fraktionale Kapazitat Cs mit der MaBeinheit [F* =
As?V~1] durch
C
Cy= (5)

Uélfﬁ)

darstellen. Durch die Einfiihrung des Prinzips des Thévenin-Aquivalentwiderstandes eines RL-

Gliedes Ry, als auch eines RC-Gliedes Ry ¢

RCu . RC
Ry L= Ry + =24 - ¢
TH, L M Rcu + RC
Ru - (Rew + Re)
Riyc = 6
™™ Ry + Rey + Re (6)

2Matlab: Nelder-Mead Simplex Algorithmus vergleichend zu Maple: Levenberg-Marquardt Algorithmus
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kann man die Koeffizienten der jeweiligen Zeitkonstanten nach

L
T =
" RTH,L
L,
TRla = ———————
R Rew + R
Tre = C - RTH,c
Re, - R
TRC = CB : H (7)

bestimmen. Infolgedessen ergeben sich die Unbekannten afl_a) bzw. aél_ﬁ) zu

(1-a) TRL @

g = — =
. TRLa fc,Kl
o7 = Tre _ Jos (8)

TR a fC,KI'
Zur Berechnung der Grenzfrequenz des klassischen Modells f¢ i bildet man die komplexe Uber-
tragungsfunktion des klassischen Modells Gy (jw). Bei 1/\/7 der Amplitude der Ubertragungs-
funktion erhalt man, s. Abb. 5a, die dazugehorige Grenzfrequenz:

Guljwe) = % max (|Gg(j)] ). ©)

In Analogie zur , klassischen® Grenzfrequenz fc i, kann man die Grenzfrequenz des fraktionalen

Modells fc ¢ aus der komplexen Ubertagungsfunktion des fraktionalen Modells G, (jw), s. Abb.
5b, nach

1 .
Grr(jwe) = ﬁ max (\Gpr(jwﬂ ) (10)

bestimmen. Die fraktionalen Grenzfrequenzen werden nach
fea = (for)® fur ESB nach Abb. 2b
fes = (fer)®  fur ESB nach Abb. 2¢ (11)

berechnet. Die Ordnungen der fraktionalen Ableitungen o und § kénnen nur im Zusammen-

hang mit L, bzw. Cj validiert werden.

4.3 Versuchsaufbau

Zur Beurteilung der klassischen und fraktionalen Modelle wurde der Versuchsaufbau, s. Abb.
6, verwendet.

Der Funktionsgenerator erzeugt ein sinusférmiges Eingangssignal u(t) = Ay, - sin(27 fint + ©in),
mit 1Hz < fi,, < 1MHz und konstanter Amplitude A;,. Im Falle eines linearen Systems ist
das Ausgangssignal urm(t) = Aout - Sin(27 fint + pour) auch eine sinusférmige Spannung mit
derselben Frequenz wie das Eingangssignal fi,, jedoch mit unterschiedlichen Amplitude und

Phase. Eingangs- und Ausgangssignale werden im Zeitbereich mit einer Abtastfrequenz f, =
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Abbildung 5: Die normierten Amplitudenspektren zur Bestimmung der Grenzfrequenz fc
(a) klassisches Modell
(b) fraktionales Modell

4 MHz mit Hilfe des HGMS LTT24 gemessen.
Dem Versuchsaufbau liegt das Ersatzschaltbild, s. Abb. 7 zu Grunde.

5 Versuchsergebnisse

Zur Beurteilung der klassischen und fraktionalen Modelle einerseits, sowie der vorgeschlage-
nen Methodik der effizienten Modellierung einer technischen Spule andererseits, wurde eine

Ringspule mit einem austauschbaren Kern, s. Abb. 8, in einem breiten Frequenzband (etwa 650
Messungen) untersucht.

Anhand des im Abschnitt 4.3 dargestellten Versuchsaufbaus wurden folgende Versuche durch-
geflihrt:

e Luftspule, Ersatzschaltbild s. Abb. 1c, Eingangsfrequenz: 1 Hz < f;, < 1 MHz
e Kupferkernspule, Ersatzschaltbild s. Abb. 1c, Eingangsfrequenz: 1 Hz < f;, < 1 MHz
e Eisenkernspule, Ersatzschaltbild s. Abb. 1b, Eingangsfrequenz: 1 Hz < f;, < 10kHz

Zur Abschatzung der Abweichung zwischen berechneter und gemessener Impedanz wurde der
relative mittlere quadratische Fehler (NRMSE)

2]
1 n
\/ﬁ Zi:1 (Xmeasurement - Xmodel)

Z?:l |Xmode||
verwendet. Hier ist n die Anzahl der Messpunkte und x der Wert der komplexen Impedanz

Z; (jwin) an der jeweiligen Eingangsfrequenz f;,.

NRMSE =

100 [%], (12)
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Abbildung 6: Versuchsaufbau bestehend aus:
1) Function/Arbitrary waveform generator 33220A, 20 MHz
2) LC-Meter HM8018
3) Funktionsgenerator TOE 7741 (als Leistungsverstarker verwendet)
4) Hochgeschwindigkeitsmesssystem (HGMS) LTT24
5) RL-Glied mit Ry = 17.701 Q und L als Versuchsobjekt
6) Software LTTpro (Benutzeroberflache fur LTT24)
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Abbildung 7: Ersatzschaltbild des Versuchsaufbaus nach Abb. 1 und Abb. 2

NRMSE wird separat fur den Real- und Imaginarteil und den Absolutwert nach Gl. (12) berech-
net, wobei der in den Tabellen angegebener Wert dem Mittelwert der drei Abweichungen ent-
spricht. Da der Imaginarteil der Impedanz negative Werte annehmen kann, wurde der Abso-

lutwert im Nenner verwendet.



Abbildung 8: Technische Ringspule mit austauschbarem Kern: Luft, Kupfer und Eisen. Liys = 125 mH

und Rc, = 3012, wobei die Anzahl der Wicklungen und Durchmesser des Kupferdrahtes 1500 und
0.5 mm entsprechen.

5.1 Luftspule

Die unbekannten Parameter wurden nach der in Abschnitt 4.1 dargestellten Methode identifi-
ziert und sind in Tabelle 1 dargestellt. Gegenilbergestellt wurden beim klassischen Modell die
Messungen, beim fraktionalen Modell die nach Abschnitt 4.2.2 ermittelten Parameter.

In Abb. 9 wurden die gemessenen Impedanzen den aus den Parametern hochgerechneten Im-
pedanzen Uber den kompletten Frequenzbereich dargestellt.
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Abbildung 9: Vergleich der gemessenen-berechneten Impedanzen der Luftspule
(a) klassisches Modell
(b) fraktionales Modell.

Die geringe Abweichung zwischen den gemessenen und den aus den Parametern hochgerech-

neten Impedanzen der Luftspule zeigen, dass sowohl das klassische als auch das fraktionale
Modell eine Luftspule gut darstellen kann.
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Tabelle 1: Validierung der identifizierten Parameter fir klassische und fraktionale Modelle der Luftspule

klassisches Modell fraktionales Modell
(NRMSE = 1.5 %) (NRMSE = 0.85 %)
identifiziert  gemessen identifiziert  ermittelt
Re, 31.220Q 31.18€Q2 Re, 31.120Q 31.18€Q2
L 125.25mH 124.2 mH L, 194.91mH* 194.71 mH*
Rc  540.19kQ nicht mess- | « 0.96197
bar 15} 0.96759
C 31.33pF 30.44 pF Cs 50.73pF* 50.31 pF*
fo  80.34kHz 80.35 kHz fo  80.36 kHz 80.35 kHz

5.2 Kupferkernspule

Wirbelstromverluste entsprechen dem Hauptteil der gesamten Kernverluste eines Kupferker-
nes. Andres als beim Eisenkern treten keine Hystereseverluste durch Magnetisierung und Ent-
magnetisierung des Kerns auf.

Tabelle 2 zeigt die Ergebnisse der Parameteridentifikation fir das klassische als auch fiir das
fraktionale Modell der Kupferkernspule. Die berechnete Impedanz einer Kupferkernspule wur-
de mit Messungen verglichen. Zwischen dem klassischen und dem fraktionalen Modell sind
keine Unterschiede zu erkennen. Deshalb wurde in Abb. 10 nur der Vergleich der Impedanzen
des klassischen Modells mit den Messungen dargestellt. Es ist die durch Messungen identifi-
zierte Resonanzfrequenz (die nachstgelegene Frequenz, bei der der Imaginarteil der Impedanz
gleich Null ist) zu erkennen.

10°

-10°
o Measurement 2 — T T T
- - - Model o Measurement
1.5 | |- -~ Model
3,
1,
/
,3\ — 05}
S 3
N J NA\ 0%
& e
1F E o5
-1 0 /ﬂ
%
0 ¢ -o- c-cecem =15 o
T T RS R Y1 R A R TET] MR W NET] R B SR T _ Lol sl il cd il o
10° 10! 102 10° 10* 10° 106 10° 10! 102 10% 10t 10° 106
f [Hz] f[Hz]

(a) (b)

Abbildung 10: Vergleich der gemessenen-berechneten Impedanzen der Kupferkernspule
(a) Realteil
(b) Imaginarteil.

Vergleicht man die Ergebnisse der Luft- und Kupferkernspule, s. Tabelle 1 und 2, beobachtet
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Tabelle 2: Validierung der identifizierten Parameter fir klassische und fraktionale Modelle der Kupfer-
kernspule

klassisches Modell fraktionales Modell

(NRMSE = 1.64 %)

(NRMSE = 1%)

identifiziert gemessen identifiziert ermittelt
Rey  31.27Q2 31.18¢2 Rew  30.81€2 31.182
L 96.92 mH 95mH L, 193.35 mH* 193.39 mH*
Re 355.15 k2 nicht messbar | o, 0.96157
0.94246
C 29.25 pF 29.66 pF Cjs 52.39 pF* 51.86 pF*
fo 94.52 kHz 94.53 kHz fo 94.53 kHz 94.53 kHz

man, dass sich infolge der Zunahme der Kernverluste die fraktionale Ordnung « leicht verrin-
gert hat. NRMSE zeigt, dass sowohl das klassische als auch das fraktionale Modell die Kupfer-
kernspule gut abbilden kénnen.

5.3 Eisenkernspule

Als Folge der zusatzlichen Hystereseverluste hat eine Eisenkernspule deutlich héhere Kernver-
luste als die Kupferkernspule. In Tabelle 3 sind die Ergebnisse der Parameteridentifikation dar-
stellt, die Impedanzen fiir das klassische als auch fiir das fraktionale Modell zeigt Abb. 11.
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Abbildung 11: Vergleich der gemessenen-berechneten Impedanzen der Eisenkernspule
(a) Realteil
(b) Imaginarteil.

Aus den Ergebnissen erkennt man, dass sich die fraktionale Ordnung « im Vergleich zur Luft-
spule deutlich verringert hat. Hinterngrund sind die hohen Kernverluste als Folge der zusatz-
lichen Hystereseverluste. An dem hohen relativen mittleren quadratischen Fehler (13,01 %)
des klassischen Modells wird deutlich, dass dieses Modell die Eisenkernspule nicht gut genug

reprasentiert und in diesem Fall das fraktionale Modell zu wéhlen ist.
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Tabelle 3: Validierung der identifizierten Parameter fiir klassische und fraktionale Modelle der Eisen-
kernspule

klassisches Modell fraktionales Modell
(NRMSE = 13.01 %) (NRMSE = 1.45 %)
identifiziert  gemessen identifiziert  ermittelt
Ry 31.270Q 31.18Q2 Rey 30.790Q 31.18Q
L 154.12mH 158 mH L, 458.66 mH* 465 mH*
Re  40.09kQ) nicht mess- a = 0.89705
bar

Fiir alle untersuchten Spulen ist der relative mittlere quadratische Fehler NRMSE beim fraktio-
nalen Modell kleiner als beim klassischen Modell. Das deutet darauf hin, dass diese Modellie-

rung genauer die Realitdt widerspiegelt.

6 Zusammenfassung

In diesem Beitrag wurde eine allgemeine Untersuchung zur Modellierung von technischen Spu-
len mit unterschiedlichen Kernmaterialien durchgefiihrt. Dabei wurden klassische und fraktio-
nale Modelle miteinander verglichen, deren Parameter identifiziert und die Ergebnisse an Mes-
sungen validiert. Aufgrund der Tatsache, dass die Parameter des fraktionalen Modells nicht
direkt gemessen werden kdnnen, wird eine mathematische Beziehung vorgestellt, die die Pa-
rameter von klassischen und fraktionalen Modellen einer technischen Spule auf der Grundlage
von Zeitkonstanten verbindet. Das Verfahren wurde (ber ein breites Frequenzband hinweg fiir
verschiedene Kernmaterialien einer Ringspule untersucht. Dabei zeigte sich, dass eine Eisen-

kernspule durch die Verwendung des fraktionalen Modells genauer dargestellt werden kann.
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